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Ο τελεστής της στροφορμής
ορίζεται ως: 
 

                            
𝐿ሬ⃗෠ = 𝑟መ ×

𝑝መ = −𝑖ℏ
 
Σε καρτεσιανές συντεταγμένες είναι:

 

                            𝐿ሬ⃗෠ = −𝑖ℏ

 

= −𝑖ℏ ൤𝚤 ൬𝑦
𝜕

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕

𝜕𝑦
൰

 
Άρα: 
 

𝐿෠௫ = −𝑖ℏ ൬𝑦
𝜕

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕

𝜕𝑦
 

𝐿෠௬ = −𝑖ℏ ൬𝑧
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑧
 

𝐿෠௭ = −𝑖ℏ ൬𝑥
𝜕

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
 
Ο τελεστής του τετραγώνου του μέτρου της στροφορμής είναι:
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Ο τελεστής της στροφορμής  𝐿ሬ⃗෠  έχει βασικό ρόλο στην κβαντική θεωρία και 

መ 𝑝መ

ℏ∇ሬሬ⃗
ቋ → 𝐿ሬ⃗෠ = −𝑖ℏ𝑟 × ∇ሬሬ⃗          (𝟏) 

καρτεσιανές συντεταγμένες είναι:  ∇ሬሬ⃗ =
డ

డ௫
𝚤 +

డ

డ௬
𝚥 +

డ

డ௭
𝑘ሬ⃗   οπότε η 

ℏ ተተ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗

𝑥 𝑦 𝑧
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

ተተ = 

൰ − 𝚥 ൬𝑥
𝜕

𝜕𝑧
− 𝑧

𝜕

𝜕𝑥
൰ + 𝑘ሬ⃗ ൬𝑥

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
൰

𝑦
൰ 

𝑧
൰ 

𝑥
൰ 

Ο τελεστής του τετραγώνου του μέτρου της στροφορμής είναι:

𝐿෠ଶ = 𝐿෠௫
ଶ + 𝐿෠௬

ଶ + 𝐿෠௭
ଶ  

           ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ 
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έχει βασικό ρόλο στην κβαντική θεωρία και 

οπότε η (1) δίνει: 

൰൨ 

Ο τελεστής του τετραγώνου του μέτρου της στροφορμής είναι: 
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Επίσης ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις αντιμετάθεσης:
 
ൣ𝐿෠௫, 𝐿෠௬൧ = 𝑖ℏ𝐿෠௭,       ൣ𝐿෠௬ , 𝐿෠

 
𝜅𝛼𝜄       ൣ𝐿෠ଶ, 𝐿෠௫൧ = ൣ𝐿෠ଶ, 𝐿෠௬൧

 
Δηλαδή δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη μέτρηση δύο προβολών της 
στροφορμής, αλλά μόνο το μέτρο της στροφορμής και μία
προβολών (συνήθως εκλέγεται να είναι η 
 
Σε σφαιρικές συντεταγμένες είναι:
 

∇ሬሬ⃗ =
𝜕

𝜕𝑟
𝑟̂ +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
𝜃෠ +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
 
οπότε η (1) δίνει: 
 

𝐿ሬ⃗෠ = −𝑖ℏ𝑟𝑟̂ × ൬
𝜕

𝜕𝑟
𝑟̂ +

1

𝑟

𝜕

𝜕
 

= −𝑖ℏ ൤𝑟(𝑟̂ × 𝑟̂)
𝜕

𝜕𝑟
+ 𝑟

1

𝑟
 
(όπου 𝑟̂ × 𝑟̂ = 0, 𝑟̂ × 𝜃෠ =
 

⇒ 𝐿ሬ⃗෠ = −𝑖ℏ ൬𝜑ො
𝜕

𝜕𝜃
− 𝜃෠

1

𝑠𝑖𝑛
 
Επειδή  𝜃෠ = 𝚤𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 +
προηγούμενη δίνει: 
 

𝐿ሬ⃗෠ = −𝑖ℏ ൤(−𝚤𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝚥𝑐𝑜𝑠𝜑

− ൫𝚤𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑
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Επίσης ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις αντιμετάθεσης: 

𝐿෠௭൧ = 𝑖ℏ𝐿෠௫,         ൣ𝐿෠௭, 𝐿෠௫൧ = 𝑖ℏ𝐿෠௬ 

൧ = ൣ𝐿෠ଶ, 𝐿෠௭൧ = 0 

Δηλαδή δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη μέτρηση δύο προβολών της 
στροφορμής, αλλά μόνο το μέτρο της στροφορμής και μίας εκ των τριών 

(συνήθως εκλέγεται να είναι η Lz). 

Σε σφαιρικές συντεταγμένες είναι: 

𝜃

𝜕

𝜕𝜑
𝜑ො  

𝜕

𝜕𝜃
𝜃෠ +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
𝜑ො൰ = 

1
൫𝑟̂ × 𝜃෠൯

𝜕

𝜕𝜃
+ 𝑟

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
(𝑟̂ × 𝜑ො)

𝜕

𝜕𝜑
൨ ⇒ 

= 𝜑ො  𝜅𝛼𝜄 𝑟̂ × 𝜑ො = −𝜃෠) 

ො
1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
൰ 

+ 𝚥𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑘ሬ⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃,    𝜑ො = −𝚤𝑠𝑖𝑛𝜑 +

𝑐𝑜𝑠𝜑)
𝜕

𝜕𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝚥𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑘ሬ⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃൯
1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
൨ ⇒
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Δηλαδή δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη μέτρηση δύο προβολών της 
εκ των τριών 

ො ൨  

+ 𝚥𝑐𝑜𝑠𝜑   η 

൨ ⇒ 
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⇒ 𝐿ሬ⃗෠ = −𝑖ℏ ൤−𝚤 ൬𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕

 
Άρα οι συνιστώσες του τελεστή είναι:
 

𝐿෠௫ =  𝑖ℏ ൬𝑠𝑖𝑛𝜑
𝜕

𝜕𝜃
+

𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑡𝑎𝑛
 

𝐿෠௬ =  −𝑖ℏ ൬𝑐𝑜𝑠𝜑
𝜕

𝜕𝜃
−

 

𝐿෠௭ = − 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜑
 

 
Παρατηρείται ότι οι τελεστές της 
έχουν γωνιακή μόνο εξάρτηση, δηλαδή αποτελούνται από παραγώγους ως 
προς τις γωνίες θ και φ.
 
Άρα αν δράσουν σε οποιαδήποτε ακτινική συνάρτηση 
μηδενικό αποτέλεσμα. 
 
Έτσι:         ൣ𝐿௫, 𝑓(௥)൧ = ൣ𝐿
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൬
𝜕

𝜕𝜃
+

𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑡𝑎𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
൰ + 𝚥 ൬𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕

𝜕𝜃
−

𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑡𝑎𝑛𝜃

Άρα οι συνιστώσες του τελεστή είναι: 

𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑡𝑎𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
൰ 

−
𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑡𝑎𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
൰ 

Παρατηρείται ότι οι τελεστές της στροφορμής σε σφαιρικές συντεταγμένες 
έχουν γωνιακή μόνο εξάρτηση, δηλαδή αποτελούνται από παραγώγους ως 
προς τις γωνίες θ και φ. 

Άρα αν δράσουν σε οποιαδήποτε ακτινική συνάρτηση 𝑓(௥)θα δώσουν 
μηδενικό αποτέλεσμα.  

൧ ൣ𝐿௬ , 𝑓(௥)൧ = ൣ𝐿௭, 𝑓(௥)൧ = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝜕

𝜕𝜑
൰ + 𝑘ሬ⃗

𝜕

𝜕𝜑
൨ 

στροφορμής σε σφαιρικές συντεταγμένες 
έχουν γωνιακή μόνο εξάρτηση, δηλαδή αποτελούνται από παραγώγους ως 

)θα δώσουν 
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Εξίσωση ιδιοτιμών των τελεστών

Επειδή όπως είδαμε ο μεταθέτης 
κοινό σύνολο ιδιοδιανυσμάτων. Οι κοινές αυτές ιδιοσυναρτήσεις 
ονομάζονται σφαιρικές αρμονικές
Οι εξισώσεις ιδιοτιμών για τους τελεστές 
σφαρικές αρμονικές ιδιοσυναρτήσεις 
 
     𝑳෠𝟐𝒀𝒍(𝜽,𝝋)

𝒎 = 𝒍(𝒍 + 𝟏)ℏ𝟐

 
ό𝜋𝜊𝜐 𝑙 = 0,1,

 
και 
 
       𝑳෠𝒛𝒀𝒍(𝜽,𝝋)

𝒎 = 𝒎ℏ𝒀𝒍(𝜽,𝝋
𝒎

 
                      ό𝜋𝜊𝜐 𝑚 = −𝑙
 
Δηλαδή οι ιδιοτιμές του 𝐿෠
 
Οι σφαρικές αρμονικές ιδιοσυναρτήσεις 
μένες δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις:
 
α) Κανονικοποίησης: 
 

න න |𝑌௟
௠

ଶగ

ఝୀ଴

గ

ఏୀ଴

 
 
β) Ορθογωνιότητας: 
 

න න 𝑌௟ᇲ
௠ᇲ ∗

𝑌௟
௠𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃

ଶగ

ఝୀ଴

గ

ఏୀ଴
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Εξίσωση ιδιοτιμών των τελεστών  𝑳෠𝟐 και  𝑳෠𝒛 
 

Επειδή όπως είδαμε ο μεταθέτης ൣ𝐿෠ଶ, 𝐿෠௭൧ = 0 οι τελεστές 𝐿෠ଶ και 
κοινό σύνολο ιδιοδιανυσμάτων. Οι κοινές αυτές ιδιοσυναρτήσεις 

σφαιρικές αρμονικές  και τις συμβολίζουμε ως  𝒀
Οι εξισώσεις ιδιοτιμών για τους τελεστές 𝐿෠ଶ και 𝐿෠௭ που ικανοποιούν οι 
σφαρικές αρμονικές ιδιοσυναρτήσεις 𝑌௟

௠(𝜃, 𝜑)είναι: 

) 𝟐𝒀𝒍(𝜽,𝝋)
𝒎   

,2 … 𝜊 𝜅𝛽𝛼𝜈𝜏𝜄𝜅ό𝜍 𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍 𝜎𝜏𝜌𝜊𝜑𝜊𝜌𝜇ή

( 𝝋) 

𝑙, … − 1,0,1 … , 𝑙 𝜊 𝜇𝛼𝛾𝜈𝜂𝜏𝜄𝜅ό𝜍 𝜅𝛽𝛼𝜈𝜏𝜄𝜅

𝐿෠ଶ είναι οι 𝑙(𝑙 + 1)ℏଶ, ενώ του 𝐿෠௭ οι 𝑚

Οι σφαρικές αρμονικές ιδιοσυναρτήσεις 𝑌௟
௠(𝜃, 𝜑) είναι ορθοκανονικοποιη

μένες δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις: 

௠|ଶ𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 = 1    ή   < 𝑌௟
௠|𝑌௟

௠ >=

𝜃𝑑𝜑 = 0 𝛼𝜈 𝑙 ≠ 𝑙ᇱ 𝜅𝛼𝜄 𝑚 ≠ 𝑚ᇱ  ή < 𝑌
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και 𝐿෠௭ έχουν 
κοινό σύνολο ιδιοδιανυσμάτων. Οι κοινές αυτές ιδιοσυναρτήσεις 

𝒀𝒍(𝜽,𝝋)
𝒎 . 

που ικανοποιούν οι 

ή𝜍 

𝜅𝛽𝛼𝜈𝜏𝜄𝜅ό𝜍 𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍 

𝑚ℏ. 

είναι ορθοκανονικοποιη- 

= 1 

𝑌௟ᇲ
௠ᇲ

|𝑌௟
௠ >= 0 
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Γενικά: 
 

න න 𝑌௟ᇲ
௠ᇲ ∗

𝑌௟
௠𝑠𝑖𝑛𝜃

ଶగ

ఝୀ଴

గ

ఏୀ଴

 
 
Κάθε κυματοσυνάρτηση 
γραμμικός συνδυασμός των σφαιρικών αρμονικών ιδιοσυναρτήσεων 
Δηλαδή: 

Παράδειγμα:  
 
Έστω: 

 
α) Ποιες είναι οι πιθανές ιδιοτιμές του 
εμφανίζονται; 
 
Οι ιδιοτιμές του 𝐿ଶείναι 
 

 Για 𝑙 = 1  αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 
εμφάνισης  

 
 Για 𝑙 = 2αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 

εμφάνισης  

𝑃

 
 
β) Ποιες είναι οι πιθανές ιδιοτιμές του 
εμφανίζονται; 
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𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 = 𝛿௟௟ᇲ𝛿௠௠ᇲ = ቄ
1,    ό𝜏𝛼𝜈 𝑙 =
0    ό𝜏𝛼𝜈 𝑙 ≠

συνάρτηση 𝛹(ఏ,ఝ) μπορεί να εκφραστεί με μοναδικό τρόπο ως 
γραμμικός συνδυασμός των σφαιρικών αρμονικών ιδιοσυναρτήσεων 

𝛹(ఏ,ఝ) = ෍ 𝐶௟௠𝑌௟
௠

௟,௠

 

𝛹(ఏ,ఝ) =
2

3
𝛶ଶ

ିଵ +
1

3
𝛶ଶ

଴ +
2

3
𝛶ଵ

ାଵ 

Ποιες είναι οι πιθανές ιδιοτιμές του 𝐿ଶκαι με ποια  πιθανότητα 

είναι 𝑙(𝑙 + 1)ℏଶ οπότε: 

αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 𝑙(𝑙 + 1)ℏଶ = 2ℏଶ με πιθανότητα 

𝑃(௟ୀଵ) = ฬ
2

3
ฬ

ଶ

=
4

9
 

αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 𝑙(𝑙 + 1)ℏଶ = 6ℏଶ με πιθανότητα 

𝑃(௟ୀଶ) = ฬ
2

3
ฬ

ଶ

+ ฬ
1

3
ฬ

ଶ

=
4

9
+

1

9
=

5

9
 

Ποιες είναι οι πιθανές ιδιοτιμές του 𝐿௭  και με ποια πιθανότητα 

 

= 𝑙ᇱ𝜅𝛼𝜄 𝑚 = 𝑚ᇱ

𝑙ᇱ𝜅𝛼𝜄 𝑚 ≠ 𝑚ᇱ
  

μπορεί να εκφραστεί με μοναδικό τρόπο ως 
γραμμικός συνδυασμός των σφαιρικών αρμονικών ιδιοσυναρτήσεων 𝑌௟(ఏ,ఝ)

௠ . 

πιθανότητα 

με πιθανότητα 

με πιθανότητα 

και με ποια πιθανότητα 
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Οι ιδιοτιμές του  𝐿௭  είναι
 

 Για 𝑚 = −1 αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 
εμφάνισης  

 
 Για 𝑚 = 0 αντιστοιχεί η ιδιοτιμή

 

 
 Για 𝑚 = +1 αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 
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είναι  𝑚ℏ  οπότε: 

αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 𝑚ℏ = −ℏ με πιθανότητα 

𝑃(௠ୀିଵ) = ฬ
2

3
ฬ

ଶ

=
4

9
 

αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 𝑚ℏ = 0 με πιθανότητα εμφάνισης 

𝑃(௠ୀ଴) = ฬ
1

3
ฬ

ଶ

=
1

9
 

αντιστοιχεί η ιδιοτιμή 𝑚ℏ = ℏ με πιθανότητα εμφάνισης 

𝑃(௠ୀାଵ) = ฬ
2

3
ฬ

ଶ

=
4

9
 

Συγγραφή – Επιμέλεια: Παναγιώτης Φ. Μοίρας

ΦΥΣΙΚΗΣ |  Π.Φ. ΜΟΙΡΑ6932 946778 

με πιθανότητα 

με πιθανότητα εμφάνισης  

με πιθανότητα εμφάνισης  

Επιμέλεια: Παναγιώτης Φ. Μοίρας 


