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                                 1.  ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 
 

1.1  ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΑ – ΠΡΑΞΕΙΣ  ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ 

 

 

Ένα φυσικό µέγεθος ονοµάζεται διανυσµατικό όταν εκτός απ΄ το  

µέτρο του απαιτείται και η κατεύθυνση του στο χώρο έτσι ώστε να  

περιγραφεί  (π.χ. η µετατόπιση , η ταχύτητα και η επιτάχυνση ).  

Κάθε διάνυσµα µπορεί να γραφεί µε τη βοήθεια των συνιστωσών του 

και των µοναδιαίων διανυσµάτων ως εξής : ẑŷx̂ zyx α+α+α=α
r

. 

Τα µοναδιαία διανύσµατα  ẑ,ŷ,x̂  είναι  αδιάστατα διανύσµατα, που  

έχουν µέτρο ίσο µε τη µονάδα και αντικειµενικός τους σκοπός είναι να  

περιγράψουν τις κατευθύνσεις στο χώρο. 

Συνεπώς σ΄ ένα τρισορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων ορίζουµε ένα  

µοναδιαίο διάνυσµα  ( )iήx̂
r

 , που έχει την κατεύθυνση του θετικού άξονα x,  

ένα µοναδιαίο διάνυσµα ( )jήŷ
r

 , που έχει την κατεύθυνση του θετικού άξονα y 

και ένα µοναδιαίο διάνυσµα ( )kήẑ
r

 , που έχει την κατεύθυνση του θετικού άξονα z . 

 

 

• Άθροιση  διανυσµάτων :  

 

1) Γεωµετρική µέθοδος : Έστω τα  διανύσµατα b,
rr

α ,  το άθροισµα τους  

είναι το διάνυσµα r
r

, που κατασκευάζεται µε µετατόπιση της αρχής του b
r

  

στο πέρας του α
r

 και σύνδεση της αρχής του α
r

 µε το πέρας του b
r

, όπως  

φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα : 

 
 

                                             b
r

 

              α
r

   

 

                           r
r
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ŷry                 r
r

   

               

 
 

 

                                                                                                                                           
       

                                                                                                                                           θ                            

                      x̂rx                    

 

ή υπολογίζεται σύµφωνα µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Αναλυτική µέθοδος :           Αν   ŷbx̂bb,ŷx̂ yxyx +=α+α=α
rr

τότε  

 

( ) ( ) =+α++α=+α= ŷbx̂bbr yyxx

rrr
 

 

                

  Μέτρο  διανύσµατος :    2
y

2
x rrr +=

r
 

     

 Γωνία  που σχηµατίζει το r
r

 µε τον άξονα  x :  tanθ=
x

y

r

r
 

 

Ισχύουν η µεταθετική ιδιότητα : α+=+α
rrrr

bb  

 

και η προσεταιριστική ιδιότητα :  ( ) ( ) cbcb
rrrrrr

++α=++α  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

 

 

 

 

                        b
r

 

                                                  

                                                 r
r

 
 

        

                     α
r

       

x 

ŷrx̂r yx +=
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• Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων : 

 

Έστω ŷx̂ yx α+α=α
r

 και  ŷbx̂bb yx +=
r

 ,  ορίζουµε ως  

εσωτερικό γινόµενο των b,
rr

α  το βαθµωτό µέγεθος :. 

 

 

 

 

Επίσης είναι : φα=⋅α cosbb
rrrr

, όπου φ η γωνία των  b,
rr

α  

δηλ. το εσωτερικό γινόµενο  είναι ίσο µε το µέτρο του ενός 

διανύσµατος επί την προβολή του άλλου πάνω σ΄ αυτό . 

Άρα τα διανύσµατα b,
rr

α  είναι κάθετα αν και µόνο αν 0b =⋅α
rr

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για ένα διάνυσµα   ẑŷx̂ zyx α+α+α=α
r

 τα συνηµίτονα κατεύθυνσης  

είναι τα συνηµίτονα των γωνιών που σχηµατίζει το διάνυσµα α
r

 µε 

τους άξονες των συντεταγµένων . Συνεπώς για να υπολογίσουµε τα  

συνηµίτονα κατεύθυνσης ενός διανύσµατος παίρνουµε το εσωτερικό του 

γινόµενο µε τα µοναδιαία διανύσµατα ẑŷ,x̂ και  αντίστοιχα. 

 

 

 

 

• Εξωτερικό γινόµενο διανυσµάτων :  

 

Αν  ẑŷx̂ zyx α+α+α=α
r

 και   ẑbŷbx̂bb zyx ++=
r

 τότε ορίζουµε ως 

εξωτερικό  γινόµενο των b,
rr

α  και συµβολίζουµε µε  b
rr

×α  το διάνυσµα : 

 

( ) ( ) ( ) ẑbbŷbb-x̂bb

bbb

ẑŷx̂

b xyyxzxzxyzzy

zyx

zyx α−α+α−αα−α=ααα=×α
rr

 

 

Επίσης το εξωτερικό γινόµενο δίνεται και απ΄ τη σχέση :  

yyxx bbb α+α=⋅α
rr

 

 

 

 

                              b
r

 

                       

                       φ                        

                                                            α
r
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                               ( )nsinbb
rrrrr

φα=×α   

 

όπου φ είναι η γωνία των  b,
rr

α  και n
r

 το κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα στο  

επίπεδο που ορίζουν τα b,
rr

α και έχει φορά έτσι ώστε το σύστηµα n,b,
rrr

α   

να είναι δεξιόστροφο . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2  ΤΕΛΕΣΤΗΣ  ΑΝΑ∆ΕΛΤΑ – ΤΕΛΕΣΤΗΣ  LAPLACE. 

 

 

Βαθµωτή λέγεται κάθε συνάρτηση f(x,y,z) που αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο  

του χώρου (x,y,z) ένας αριθµός  (π.χ. η θερµοκρασία Τ(x,y,z) είναι περίπτωση  

βαθµωτής συνάρτησης). 

∆ιανυσµατική λέγεται κάθε συνάρτηση  ( )zyx F,F,FF =
r

 που αντιστοιχεί σε 

κάθε σηµείο του χώρου (x,y,z) ένα διάνυσµα  (π.χ. η ταχύτητα είναι περίπτωση  

διανυσµατικής συνάρτησης ). 

Ο διαφορικός διανυσµατικός τελεστής ανάδελτα ∇
r

 είναι σε καρτεσιανές  

συντεταγµένες : 

 

                                      
z

ẑ
y

ŷ
x

x̂
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
r

 

 

 

 

 

 

 

Αν F(x,y,z) βαθµωτή συνάρτηση τότε : 

 

  

 

 
grad F  ή  

z

F
ẑ

y

F
ŷ

x

F
x̂F

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
r

 

       b
rr

×α  

 

                         b
r

 

n
r

     

 

                             φ 

 

                     α
r
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είναι η κλίση της F. 

 

Αν ( ) ( ) ( )[ ]ẑzy,x,Rŷzy,x,Qx̂zy,x,PF ++=
r

   διανυσµατική   

συνάρτηση τότε : 

 

 

  

 

 

είναι η απόκλιση της F
r

. 

 

 

και  







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=×∇=
y

P

x

Q
ẑ

z

P

x

R
ŷ

z

Q

y

R
x̂

RQP

zyx

ẑŷx̂

FFrot
rrr

 

 

είναι ο στροβιλισµός ή περιστροφή της F
r

. 

 

 

Ως  Λαπλασιανή ορίζουµε τον τελεστή 2∇ , ο οποίος σε καρτεσιανές  

συντεταγµένες γράφεται ως : 

 

                                       
2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇  

 

 

Άρα  η δράση του τελεστή Laplace σε µια βαθµωτή συναρτηση f(x,y,z) δίνει : 

 

                            ( )
2

2

2

2

2

2
2

z

f

y

f

x

f
ff

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇⋅∇=∇

rr
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

div F
r

  ή  
z

R

y

Q

x

P
F

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇
rr
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1.1 Υπολογίστε τα παρακάτω γινόµενα : 

 

       ( ) ( ) ( )ki3j-i2,kj3-i2j,jk,ki,ii
rrrrrrrrrrrrrr

+⋅+⋅⋅⋅⋅    

 

 

 

1.2. ∆ίνονται τα διανύσµατα ẑ2ŷx̂-2B   ,   ẑ3ŷ2x̂ ++=++=Α
rr

. 

       Να βρεθεί το διάνυσµα  Β+Α
rr

 καθώς και το µέτρο Β+Α
rr

.   

       Να υπολογισθεί η γωνία µεταξύ του Β+Α
rr

 και των µοναδιαίων διανυσµάτων  

      ŷ,x̂  και ẑ  .Επίσης να βρεθεί το διάνυσµα  C
r

 έτσι ώστε  OC =+Β+Α
rrr

. 

 

 

 

1.3. ∆ίνονται τα διανύσµατα  ẑ6ŷ2x̂-B  ,   ẑ5-ŷ4x̂3 ++=+=Α
rr

 .   

       Υπολογίστε  :  (i) το µέτρο κάθε διανύσµατος ,  

       (ii) το εσωτερικό γινόµενο Β⋅Α
rr

,  

       (iii) τη γωνία µεταξύ των διανυσµάτων Α
r

 και Β
r

, 

       (iv) τα διευθύνοντα συνηµίτονα κάθε διανύσµατος και  

       (v) το εξωτερικό γινόµενο Β×Α
rr

. 

 

 

 

 

1.4. Να βρεθεί το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο τόσο στο  ŷ3x̂4 +  όσο  

        και στο ẑ2ŷ3-x̂ +− . 

 

 

 

 

1.5. Αν 32 yzx=φ   και ky2xjy-ixz 22
rrrr

+=Α  ,  βρείτε τις   

        (α) ,φ∇
r

  (b) ,Α⋅∇
rr

 (c) Α×∇
rr

. 
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1.6. Υπολογίστε το εσωτερικό γινόµενο wv
rr

⋅  και το εξωτερικό  

        γινόµενο wv
rr

×  για τα επόµενα ζεύγη διανυσµάτων  : 

        α) kw   ,ji-v
rrrrr

=+=    

        β) ji3w   ,k-j2iv
rrrrrrr

+=+=   

        γ)  k2-j2i3w  ,kj-i-2v
rrrrrrrr

+=+=  

 

 

 

 

1.7. Υπολογίστε το στροβιλισµό F
rr

×∇  κάθε µιας από τις παρακάτω  

        διανυσµατικές συναρτήσεις  

        α)  F
r

(x,y,z)=x i
r

+y j
r

+z k
r

 

        β)  F
r

(x,y,z)= yz i
r

+xz j
r

+xy k
r

 

        γ)  F
r

(x,y,z)= (x
2
+y

2
+z

2
) (3 i

r
+4 j

r
+5 k

r
) 

        δ)  F
r

(x,y,z)=3x
2
y i
r

+(x
3
+y

3
) j
r

. 

 

 

 

 

1.8.  Αν  φ=2x
2
y-xz

3
 , βρείτε τις  α) φ∇

r
   και    β)  φ∇ 2  . 

 

 

 


