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Αν ένα σύστημα περιγράφεται απ' την κατάσταση ψ 
τιμή του τελεστή 𝜜 για την κατάσταση αυτή ορίζεται ως:
 

< 𝛢 >=

 
Αν η ψ είναι κανονικοποιημένη, δηλαδή 
 

<

 
Ιδιότητα:        < 𝑐 𝛢 +
 
 
 
Εφαρμογή 
 
Να δειχτεί ότι η μέση τιμή ενός τελεστή 
του 𝛢 είναι η αντίστοιχη ιδ
 
Λύση 
 
Είναι:  

 < 𝛢 >=
𝜓 , 𝛢𝜓

(𝜓 , 𝜓 )

𝛢𝜓 = 𝑎 𝜓
 
 
 
 
 
 

           ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΤΕΛΕΣΤΗ
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Αν ένα σύστημα περιγράφεται απ' την κατάσταση ψ  (ή |𝜓 >

για την κατάσταση αυτή ορίζεται ως: 

∫ 𝜓∗𝛢𝜓𝑑𝑥

∫ 𝜓∗𝜓𝑑𝑥
=

(𝜓, 𝛢𝜓)

(𝜓, 𝜓)
=

< 𝜓 𝛢 𝜓

< 𝜓|𝜓  >

Αν η ψ είναι κανονικοποιημένη, δηλαδή (𝜓, 𝜓) =< 𝜓|𝜓  >=

< 𝜜 >= 𝝍, 𝜜𝝍 =< 𝜓 𝜜 𝝍 > 

+ 𝑐 𝛢 >= 𝑐 < 𝛢 > +𝑐 < 𝛢 >,     

η μέση τιμή ενός τελεστή 𝛢 ως προς μια ιδιοσυνάρτηση 
είναι η αντίστοιχη ιδιοτιμή 𝛼 . 

) → < 𝛢 >=
(𝜓 , 𝑎 𝜓 )

(𝜓 , 𝜓 )
=

𝑎 (𝜓 , 𝜓 )

(𝜓 , 𝜓 )

ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΤΕΛΕΣΤΗ 
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> ), τότε η μέση 

>
  >

 

= 1 τότε  

 𝑐 𝑐 𝜖ℂ 

ως προς μια ιδιοσυνάρτηση 𝜓  

)

)
⇒< 𝛢 >= 𝑎  
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Χρονική εξέλιξη μέσης τιμής
 
Ο χρονικός ρυθμός μεταβολής 
ένα σωματίδιο είναι: 
 

𝑑 < 𝛢

𝑑𝑡
 
όπου Α ο τελεστής που αντιστοιχεί στο μέγεθος Α και 
ton του σωματιδίου. 

Αν ο τελεστής 𝛢 είναι ανεξάρτητος του χρόνου τότε 
προηγούμενη σχέση γίνεται:

 
Στην Κβαντομηχανική λέμε ότι ένα φυσικό μέγεθος Α, διατηρείται αν η μέση 
τιμή του παραμένει σταθερή, δηλαδή αν

 
Συνεπώς ένα φυσικό μέγεθος Α, το οποίο δεν εξαρτάται άμεσα απ' το 
χρόνο, διατηρείται αν και μόνο αν ο τελεστής 
τελεστή Hamilton  𝛨 του σωματιδίου. Δηλαδή:
 

𝛢 𝛿𝜄𝛼𝜏𝜂𝜌𝜀ί𝜏𝛼𝜄 →
𝑑 <

𝑑𝑡
 
 
 
Θεωρήματα Ehrenfest 
 

𝟏)    
𝑑 < 𝑥 >

𝑑𝑡
=

< �̂� >

𝑚
 

 
Απόδειξη 
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τιμής 

Ο χρονικός ρυθμός μεταβολής της μέσης τιμής ενός φυσικού μεγέθους Α για 

𝛢 >

𝑑𝑡
=

1

𝑖ℏ
< 𝛢, 𝐻 > +<

𝜕𝛢

𝜕𝑡
> 

ο τελεστής που αντιστοιχεί στο μέγεθος Α και 𝛨 ο τελεστής 

είναι ανεξάρτητος του χρόνου τότε < >= 0

προηγούμενη σχέση γίνεται: 
𝑑 < 𝛢 >

𝑑𝑡
=

1

𝑖ℏ
< 𝛢, 𝐻 > 

βαντομηχανική λέμε ότι ένα φυσικό μέγεθος Α, διατηρείται αν η μέση 
τιμή του παραμένει σταθερή, δηλαδή αν 

𝑑 < 𝛢 >

𝑑𝑡
= 0 

Συνεπώς ένα φυσικό μέγεθος Α, το οποίο δεν εξαρτάται άμεσα απ' το 
διατηρείται αν και μόνο αν ο τελεστής 𝛢 αντιμετατίθεται με τον 

του σωματιδίου. Δηλαδή: 

𝛢 >

𝑑𝑡
= 0 ⇒

1

𝑖ℏ
< 𝛢, 𝐻 >= 0 ⇒< 𝛢
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της μέσης τιμής ενός φυσικού μεγέθους Α για 

ο τελεστής Hamil-

0 και η 

βαντομηχανική λέμε ότι ένα φυσικό μέγεθος Α, διατηρείται αν η μέση 

Συνεπώς ένα φυσικό μέγεθος Α, το οποίο δεν εξαρτάται άμεσα απ' το 
αντιμετατίθεται με τον 

𝛢, 𝐻 >= 0 
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Είναι: 
𝑑 < 𝑥

𝑑𝑡
 
Επειδή ο τελεστής θέσης 
και  

𝑥, 𝐻 =

=
1

2𝑚
[𝑥, �̂� ] =

 
Άρα η (1) λόγω της (2) και 
 

𝑑 < 𝑥 >

𝑑𝑡

Το 1ο θεώρημα Ehrenfest
 
 
 
 

𝟐) 
𝑑 < �̂� >

𝑑𝑡
= −<

𝜕𝑉

𝜕𝑥
 
Απόδειξη: 
 
Είναι: 

𝑑 < �̂�

𝑑𝑡
 
Αλλά ο τελεστής ορμής 
και  

�̂� , 𝐻 = �̂� ,
�̂�

2𝑚
+

 

ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΑ ΦΥΣΙΚΗΣ | Π.Φ. ΜΟΙΡΑ6932 946778 

ΣΟΛΩΜΟΥ 29 - ΑΘΗΝΑ6932 946778       
www.pmoiras.weebly.com 

>
=

1

𝑖ℏ
< 𝑥, 𝐻 > +<

𝜕𝑥

𝜕𝑡
>         (𝟏)

Επειδή ο τελεστής θέσης 𝑥 δεν εξαρτάται απ' το χρόνο είναι    

𝑥,
�̂�

2𝑚
+ 𝑉(𝑥) = 𝑥,

�̂�

2𝑚
+ 𝑥, 𝑉(𝑥)

] =
1

2𝑚
[𝑥, �̂� ](�̂� ) =

1

2𝑚
𝑖ℏ2�̂� =

𝑖ℏ

𝑚
�̂�

και (3) δίνει: 

>
=

1

𝑖ℏ
<

𝑖ℏ

𝑚
�̂� >⇒

𝒅 < 𝒙 >

𝒅𝒕
=

< 𝒑𝒙 >

𝒎

est θυμίζει τον κλασικό ορισμό της ταχύτητας

𝑉

𝜕𝑥
> 

̂ >
=

1

𝑖ℏ
< �̂� , 𝐻 > +<

�̂�

𝜕𝑡
>        (𝟒)

Αλλά ο τελεστής ορμής �̂�  δεν εξαρτάται απ' το χρόνο οπότε 

+ 𝑉(𝑥) = �̂� ,
�̂�

2𝑚
+ �̂� , 𝑉(𝑥) = �̂�

 

) 

     = 0     (2)  

( ) = 

̂           (𝟑) 

>
 

θυμίζει τον κλασικό ορισμό της ταχύτητας. 

) 

δεν εξαρτάται απ' το χρόνο οπότε   = 0    (5) 

̂ , 𝑉(𝑥)     (𝟔) 
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Το αποτέλεσμα της δράσης του μεταθέτη
είναι: 
 

�̂� , 𝑉(𝑥) 𝜓 = �̂� 𝑉

 

 
= − 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑥
𝑉𝜓

𝛦𝜋𝜀𝜄𝛿ή: 
𝜕

𝜕𝑥
𝑉𝜓 =

 

→ �̂� , 𝑉 𝜓 = − 𝑖

 
Έτσι η (6) λόγω της (7) δίνει:

 
Άρα η (4) λόγω των (5) και 
 

𝑑 < �̂� >

𝑑𝑡
=

1

𝑖ℏ
 
Το 2ο θεώρημα Ehrenfest
Newton. 
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Το αποτέλεσμα της δράσης του μεταθέτη  �̂� , 𝑉(𝑥)   σε μια συνάρτηση ψ 

𝑉𝜓 − 𝑉�̂� 𝜓 = − 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥
𝑉𝜓 − 𝑉 −𝑖ℏ

+ 𝑖ℏ𝑉
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= − 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑥
𝑉𝜓 − 𝑉

𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝑉
𝜕𝜓

𝜕𝑥
+ 𝜓

𝜕𝑉

𝜕𝑥
⇒

𝜕

𝜕𝑥
𝑉𝜓 − 𝑉

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝜓

𝑖ℏ𝜓
𝜕𝑉

𝜕𝑥
   𝜊𝜋ό𝜏𝜀:      �̂� , 𝑉 = − 𝑖ℏ

𝜕𝑉

𝜕𝑥

δίνει: 

�̂� , 𝐻 = − 𝑖ℏ
𝜕𝑉

𝜕𝑥
      (𝟖) 

και (8) δίνει: 

1

ℏ
< − 𝑖ℏ

𝜕𝑉

𝜕𝑥
>⇒

𝒅 < 𝒑𝒙 >

𝒅𝒕
= −<  

𝝏𝑽

𝝏𝒙

est θυμίζει τον κλασικό ορισμό του 2ου  νόμου του 
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συνάρτηση ψ 

ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 

𝜓
𝜕𝑉

𝜕𝑥⎭
⎬

⎫
→ 

𝑉

𝜕𝑥
    (𝟕) 

𝑽

𝝏𝒙
> 

νόμου του 
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Ερμιτινιανοί τελεστές 
 
Στην Κβαντομηχανική σε κάθε παρατηρήσιμο φυσικό μέγεθος Α, 
αντιστοιχούμε ένα τελεστή 
τη μέση τιμή του 𝛢 ως προς την κυματοσυνάρτηση ψ που περιγράφει την 
κατάσταση του συστήματος. Η μέσ
κανονικοποιημένη, είναι το εσωτερικό γινόμενο:
 

<

 
Επειδή το αποτέλεσμα μιας μέτρησης πρέπει να είναι ένας πραγματικός 
αριθμός έπεται ότι και η μέση τιμή πολλών μετρήσεων πρέπει να είναι 
πραγματικός αριθμός. Δηλαδή πρέπει να ισχύει:
 

< 𝛢 >=< 𝛢 >∗

 
Επομένως οι τελεστές που αντιστοιχούν στα παρατηρήσιμα μεγέθη πρέπει 
να έχουν την ιδιότητα: 
                                 𝜓, 𝛢

και λέγονται ερμιτιανοί τελεστές
 
Αν ένας τελεστής 𝛢 δεν είναι ερμιτιανός, μπορούμε να ορίσουμε έναν άλλο 
τελεστή που ονομάζεται 
συμβολίζεται 𝛢  τέτοιον

 
Αν 𝛢 = 𝛢 τότε ο 𝛢 είναι ερμιτιανός, δηλαδή αν ο 
είναι και ερμιτιανός. 
 
Ιδιότητες συζυγών: 
 

𝛢 = 𝛢                                        
 

 𝛼𝛢 = 𝛼∗𝛢                                         
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βαντομηχανική σε κάθε παρατηρήσιμο φυσικό μέγεθος Α, 
αντιστοιχούμε ένα τελεστή 𝛢. Η μέση τιμή του μεγέθους αυτού είναι ίση με 

ως προς την κυματοσυνάρτηση ψ που περιγράφει την 
κατάσταση του συστήματος. Η μέση τιμή, εφόσον η ψ είναι 
κανονικοποιημένη, είναι το εσωτερικό γινόμενο: 

< 𝛢 >= 𝜓∗ 𝛢𝜓𝑑𝑥 = (𝜓, 𝛢𝜓) 

Επειδή το αποτέλεσμα μιας μέτρησης πρέπει να είναι ένας πραγματικός 
αριθμός έπεται ότι και η μέση τιμή πολλών μετρήσεων πρέπει να είναι 

αριθμός. Δηλαδή πρέπει να ισχύει: 

∗⇒ 𝜓, 𝛢𝜓 = 𝜓, 𝛢𝜓
∗

⇒ 𝜓, 𝛢𝜓 =

Επομένως οι τελεστές που αντιστοιχούν στα παρατηρήσιμα μεγέθη πρέπει 
 
𝛢𝜓 = 𝛢𝜓, 𝜓    ή    𝜓 , 𝛢𝜓 = 𝛢𝜓

ερμιτιανοί τελεστές. 

δεν είναι ερμιτιανός, μπορούμε να ορίσουμε έναν άλλο 
τελεστή που ονομάζεται ερμιτιανός συζυγής ή συναφής

τέτοιον ώστε: 
𝜓 , 𝛢𝜓 = 𝛢 𝜓 , 𝜓  

είναι ερμιτιανός, δηλαδή αν ο 𝛢 είναι αυτοσυζυγής θα 

                                        𝛢 ± 𝛢 = 𝛢 ± 𝛢                           

                                        𝛢 𝛢 = 𝛢 𝛢  

 

βαντομηχανική σε κάθε παρατηρήσιμο φυσικό μέγεθος Α, 
. Η μέση τιμή του μεγέθους αυτού είναι ίση με 

ως προς την κυματοσυνάρτηση ψ που περιγράφει την 
η τιμή, εφόσον η ψ είναι 

Επειδή το αποτέλεσμα μιας μέτρησης πρέπει να είναι ένας πραγματικός 
αριθμός έπεται ότι και η μέση τιμή πολλών μετρήσεων πρέπει να είναι 

= 𝛢𝜓, 𝜓  

Επομένως οι τελεστές που αντιστοιχούν στα παρατηρήσιμα μεγέθη πρέπει 

𝜓 , 𝜓  

δεν είναι ερμιτιανός, μπορούμε να ορίσουμε έναν άλλο 
συναφής του 𝛢 και 

είναι αυτοσυζυγής θα 
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Ιδιότητες ερμιτιανών τελεστών
 
1)Οι ιδιοτιμές ενός ερμιτιανού τελεστή 
Αντίστροφα αν όλες οι ιδιοτιμές ενός τελεστή είναι πραγματικοί αριθμοί, 
αυτός είναι ερμιτιανός. 
 
2) Οι ιδιοσυναρτήσεις ενός ερμιτιανού τελεστή 
διαφορετικές ιδιοτιμές α1

 
3) Αν οι τελεστές 𝛢, 𝛣 είναι ερμιτιανοί τότε:
 
α) το άθροισμα 𝛢 + 𝛣 είναι ερμιτιανός τελεστής.
β) Αν  𝛢, 𝛣 = 0, το γινόμενο τους είναι ερμιτιανός τελεστής.
γ) Αν  𝛢, 𝛣 ≠ 0 είναι  𝛢

 
 
 
 
 
Μοναδιακοί τελεστές 
 
Ένας τελεστής  𝑈  λέγεται μοναδιακό
του συμπίπτει με τον αντίστροφό του: 
δηλαδή αν ισχύει:       𝑈 𝑈
 
Οι μοναδιακοί τελεστές έχουν την ιδιότητα να αφήνουν αναλλοίωτο το 
εσωτερικό γινόμενο αφού:
 

𝑈𝜓 , 𝑈𝜓 =

 
 
 

                             Συγγραφή 
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Ιδιότητες ερμιτιανών τελεστών 

Οι ιδιοτιμές ενός ερμιτιανού τελεστή 𝛢 είναι πραγματικοί αριθμοί. 
Αντίστροφα αν όλες οι ιδιοτιμές ενός τελεστή είναι πραγματικοί αριθμοί, 

Οι ιδιοσυναρτήσεις ενός ερμιτιανού τελεστή 𝛢 που ανήκουν σε 
1, α2...  είναι ορθογώνιες συναρτήσεις.

είναι ερμιτιανοί τότε: 

είναι ερμιτιανός τελεστής. 
, το γινόμενο τους είναι ερμιτιανός τελεστής. 

𝛢, 𝛣 = 𝑖𝐶   όπου  𝐶  ερμιτιανός τελεστής.

λέγεται μοναδιακός (unitary) όταν ο ερμιτιανός συζυγής 
του συμπίπτει με τον αντίστροφό του: 𝑈 = 𝑈   

𝑈 = 𝑈𝑈 = 𝛪 

τελεστές έχουν την ιδιότητα να αφήνουν αναλλοίωτο το 
εσωτερικό γινόμενο αφού: 

= 𝜓 , 𝑈 𝑈𝜓 = 𝜓 , 𝛪𝜓 = (𝜓 , 𝜓

Συγγραφή – Επιμέλεια: Παναγιώτης Φ. Μοίρας
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είναι πραγματικοί αριθμοί. 
Αντίστροφα αν όλες οι ιδιοτιμές ενός τελεστή είναι πραγματικοί αριθμοί, 

που ανήκουν σε 
είναι ορθογώνιες συναρτήσεις. 

 
ερμιτιανός τελεστής. 

ο ερμιτιανός συζυγής 

τελεστές έχουν την ιδιότητα να αφήνουν αναλλοίωτο το 

𝜓 ) 
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