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ΘΕΜΑ 1 
 

Χρησιµοποιώντας τους µετασχηµατισµούς του Lorentz: 

),ctβx(γ'x −=   ),c/xβt(γ't −=   ,y'y =   ,z'z =  

όπου  c/υβ =  και  2/12 )β1/(1γ −=  

να αποδείξετε την εξίσωση: 
2222222222 tczyxtczyx ′−′+′+′=−++  

Να αναφέρετε τέλος τη φυσική σηµασία της εξίσωσης αυτής. 

 

(Τµήµα Αγρονόµων – Τοπογράφων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 

 

Λύση 
 

Είναι: 

 

=−−++−=′−′+′+′ 222222222222 βx/c)t(γczy)ctβx(γtczyx  

 

=−+−++−+= )c/xtβ2/cxβt(γczyβct)x2tcβx(γ 2222222222222
 

 

=+−−++−+= xctβγ2xβγtγczyβctxγ2tcβγxγ 2222222222222222
 

 

⇒−+++−= 22222222222222 tγctcβγzyxβγxγ  

 

 

  )β1(tcγzy)β1(xγtczyx 22222222222222 −−++−=′−′+′+′⇒       (1) 
 

Αλλά: 
2

22

2 γ

1
β1

γ

1
β1

β1

1
γ =−⇒=−⇒

−
=        οπότε η (1) δίνει: 

 

2222222222 tczyxtczyx −++=′−′+′+′  

 

Η φυσική σηµασία της παραπάνω εξίσωσης εκφράζει την αναλλοιώτητα της ποσότητας x
2
 + 

y
2
 + z

2
 – c

2
t
2
  (µήκος Lorentz) στους µετασχηµατισµούς Lorentz, δηλαδή η ποσότητα αυτή 

έχει την ίδια τιµή σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς και αυτό σχετίζεται άµεσα µε 

την αναλλοιώτητα της ταχύτητας του φωτός. 
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ΘΕΜΑ  2 
 

α) Μια ράβδος που είναι παράλληλη προς τον άξονα των x ενός συστήµατος συντεταγµέ-

νων S κινείται µε ταχύτητα x̂υ  στο S. Πως ορίζεται το µήκος της στην ειδική θεωρία της 

σχετικότητας; 

β) Έστω ότι η ράβδος είναι ακίνητη στο S. Ένας παρατηρητής Π1 που κινείται µε ταχύτητα 

x̂υ1  στο S µετράει το µήκος της ράβδου και το βρίσκει ίσο µε L1. Ποίο θα ήταν το µήκος 

της ράβδου για έναν παρατηρητή Π2, που κινείται µε ταχύτητα x̂υ2  στο S συναρτήσει των 

L1, υ1 και υ2; 

 

(Τµήµα Ηλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 

 

Λύση 
 

Έστω ότι L΄= ∆x΄ είναι το µήκος της ράβδου ως 

προς το σύστηµα S΄ στο οποίο αυτή είναι ακίνη-

τη. Ένας παρατηρητής στο σύστηµα S µετρώ-

ντας τις θέσεις των άκρων   x1 και x2 ταυτόχρο-

να (δηλαδή ∆t = Ο), προσδιορίζει το µήκος της 

ράβδου, σύµφωνα µε τους µετασχηµατισµούς 

Lorentz ως: 

 

xγ'x)tυx(γ'x
0t

∆=∆⇒∆−∆=∆
=∆

   ή  γ/LLLγ'L ′=⇒=  

 

Κι επειδή γ > 1 είναι L < L΄, δηλαδή αντιλαµβάνεται τη συστολή του µήκους ράβδου. Συ-

νεπώς στην ειδική θεωρία της σχετικότητας, κάθε παρατηρητής που κινείται παράλληλα 

στη ράβδο µετρά µήκος µικρότερο κατά παράγοντα γ από το µήκος αυτής στο σύστηµα ως 

προς το οποίο είναι ακίνητη (µήκος ηρεµίας). 

 

 
 

 Έστω Lο το µήκος της ράβδου ως προς το σύστηµα S στο οποίο είναι ακίνητη (µήκος η-

ρεµίας). Οι παρατηρητές Π1 και Π2, οι οποίοι κινούνται ως προς τη ράβδο θα αντιλαµβά-

νονται συστολή του µήκους της και συγκεκριµένα θα µετρούν:  

 

Π1: 
22

1o1
o

1 c/υ1LL
γ

L
L −=⇒=                                                (1) 

 

Π2: 
22

2o2
o

2 c/υ1LL
'γ

L
L −=⇒=                                                (2) 

 

α) 

β) 

y

S
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)(S 2Π′′
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∆ιαιρώντας τις (1) και (2) κατά µέλη προκύπτει: 
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ΘΕΜΑ 3 
 

Ο µέσος χρόνος ζωής του π
+
 µεσονίου στο δικό του σύστηµα αναφοράς είναι 2,5 810−⋅ sec.  

α) Ποιος είναι ο µέσος χρόνος ζωής µιας δέσµης από π
+
 µεσόνια που κινούνται στο εργα-

στήριο µε ταχύτητα υ = 0,8c; 

β) Πόση απόσταση διανύουν τα π
+
 µεσόνια µε αυτή την ταχύτητα κατά τη διάρκεια του 

µέσου χρόνου ζωής τους; 

 

(Τµήµα Μηχανικών Μεταλλείων – Μεταλλουργών Ε.Μ.Π.) 

Λύση 
 

α) Θεωρώντας ως ακίνητο σύστηµα το σύστηµα του εργαστηρίου και ως κινούµενο σύ-

στηµα, το σύστηµα το οποίο συµπίπτει µε το µεσόνιο και κινείται µε ταχύτητα υ = 0,8c, ο 

ακίνητος παρατηρητής στο εργαστήριο θα αντιλαµβάνεται διαστολή χρόνου. ∆ηλαδή ο 

µέσος χρόνος ζωής των µεσονίων στο εργαστήριο είναι: 

 

∆t΄ = γ∆t 

 

όπου  ∆t΄ = 2,5 810−⋅ sec ο µέσος χρόνος ζωής στο κινούµενο σύστηµα και  

 

67,1γ
8,01

1

c/υ1

1
γ

222
=⇒

−
=

−
=  

 

Άρα : ∆t = 1,67 5,2⋅ 810−⋅ sec ⇒  ∆t = 4,18 810−⋅ sec 
 

β) Η απόσταση που διανύουν τα µεσόνια κατά τη διάρκεια του χρόνου ζωής τους στο σύ-

στηµα του εργαστηρίου είναι: 

 

L = υ∆t = 0,8c · 4,18 · 10
-8

sec = 3,34c · 10
-8

 ⇒  L ≅ 10m 

 

Ενώ η απόσταση που διανύουν τα µεσόνια ως προς το δικό τους σύστηµα αναφοράς, λόγω 

συστολής µήκους είναι: 

 

m6'Lm
67,1

10

γ

L
'L ≅⇒==  
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ΘΕΜΑ 4 
 

∆ιαστηµόπλοιο κινείται µε ταχύτητα υ = 0,9c ως προς τη Γη. Αν ο πιλότος του διαστηµο-

πλοίου µετρά ότι έχει κινηθεί για χρόνο ∆t΄= 1sec, ποια είναι η απόσταση L στο σύστηµα 

της Γης που θα έχει διανύσει το διαστηµόπλοιο στο χρόνο αυτό; 

 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Χηµικό) 
 

Λύση 
 

Ένας ακίνητος παρατηρητής στο σύστηµα της Γης αντιλαµβάνεται διαστολή του χρόνου κί-

νησης του διαστηµοπλοίου κι εποµένως το βλέπει να κινείται για χρόνο: 

 

sec3,2t
19,0

1

c/)c9,0(1

sec1

c/υ1

t
'tγt

2222
=∆⇒=

−
=

−

′∆
=∆=∆  

 

Άρα η απόσταση L που διανύει το διαστηµόπλοιο στο σύστηµα της Γης (όπως την µετρά 

ακίνητος παρατηρητής) είναι: 

 

L = υ∆t = 0,9c · 2,3 = 2,07c = 2,07 · 3 · 10
8
m = 6,21 ·10

8
m 

 

ή      L = 6,21 · 10
5
km 

 

 

 

ΘΕΜΑ  5 
 

Ένας κύβος που έχει ολική επιφάνεια S και όγκο V κινείται κατά µήκος µιας ακµής του µε 

ταχύτητα  υ = 0,968c σε σχέση µε το σύστηµα του εργαστηρίου. Να υπολογιστεί η επι-

φάνεια και ο όγκος του κύβου που µετράει ο ακίνητος παρατηρητής. 

 

(Τµήµα Μαθηµατικών& Φυσικής Ε.Κ.Π.Α.) 

 

Λύση 
 

Έστω ότι ο κύβος κινείται 

µε ταχύτητα υ=0,968c κατά 

µήκος της ακµής του, που 

συµπίπτει µε τον άξονα xx΄. 

Αν l  είναι το µήκος της 

κάθε πλευράς του κύβου 

ως προς το σύστηµα του 

O΄x΄y΄z΄ τότε η επιφάνεια 

του είναι S = 6 l
2
 και ο ό-

γκος του είναι    V = 3
l . 

 
y

z

O

z′

y′
c968,0υ =

Ο′
x,x ′

l
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Ένας ακίνητος παρατηρητής στο σύστηµα του εργαστηρίου Oxyz θα παρατηρεί συστολή 

του µήκους στις πλευρές εκείνες του κύβου, οι οποίες είναι παράλληλες στον άξονα της 

κίνησης xx΄, ενώ οι άλλες πλευρές θα παραµένουν αναλλοίωτες. ∆ηλαδή ισχύει:   

 

γγ

x
x

ll
l ==′ , 

όπου   4γ
25,0

1

c/)c968,0(1

1

c/υ1

1
γ

2222
=⇒=

−
=

−
=  

 

4
x

l
l =′ ,   lll ==′ yy   και   lll ==′ zz  

 

Άρα η επιφάνεια του κύβου που µετρά ο ακίνητος παρατηρητής είναι το άθροισµα των έξι 

εδρών του, από τις οποίες οι τέσσερις που έχουν πλευρές παράλληλες στον άξονα xx΄ µε-

ταβάλλονται, ενώ οι άλλες δυο παραµένουν αναλλοίωτες. ∆ηλαδή: 

 

22 32
4

4S lll
l

=+=′   κι  επειδή  26S l=   προκύπτει  ότι :    2/SS =′  

 

Και ο όγκος του κύβου είναι: 
 

4
V

4
V

3

zyx

l
ll

l
lll =′⇒=′′′=′    κι  επειδή  V = l

3
  είναι :   4/VV =′  

 

Συνεπώς ο ακίνητος παρατηρητής θα αντιλαµβάνεται τον κύβο ως ορθογώνιο παραλληλε-

πίπεδο. 
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ΘΕΜΑ  6 
 

Ο µέσος χρόνος ζωής ενός ελεύθερου νετρονίου είναι τ = 15 λεπτά. ∆ιασπάται σε ένα 

πρωτόνιο, ένα ηλεκτρόνιο και ένα αντινετρίνο. Αν υποθέσουµε ότι ένα συγκεκριµένο νε-

τρόνιο επιβιώνει ακριβώς για αυτό το χρονικό διάστηµα στο δικό του σύστηµα αναφοράς, 

πόση είναι η ταχύτητά του ως προς τη Γη αν µόλις κατορθώνει να διανύσει την απόσταση 

Ήλιου – Γης;  ∆ίνονται:  Απόσταση Ήλιου – Γης = 1,5 1110⋅ m, c = 3 810⋅ m/sec. 

 

(Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών Ε.Μ.Π.) 

Λύση 
 

Η ταχύτητα του νετρονίου ως προς ακίνητο παρατηρητή στη Γη είναι: 

 

                                                    
t

L
υ

∆
=                                     (1) 

 

όπου L η απόσταση Ήλιου – Γης και ∆t ο µέσος χρόνος ζωής του νετρονίου ως προς τον 

ακίνητο παρατηρητή, ο οποίος παρατηρεί διαστολή του χρόνου και είναι: 

 

                                       
22 c/υ1

τ
'tγt

−
=∆=∆                                    (2) 

 

Άρα η (1) λόγω της (2) δίνει : 

 

⇒
⋅

=
⋅
⋅
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−

⇒

−

=
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105,1

sec6015
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τ

L
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υ
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τ

L
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⋅
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2
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υ
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2
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c

1
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υ

1
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c

1

υ
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⋅
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−

−−− 18
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2181818 10021,0
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1
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sec/m1046,1sec/m10146,0υ 89 ⋅=⋅=⇒   ή   υ = 0,49c 
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ΘΕΜΑ  7  
 

Ένα διαστηµόπλοιο Α, αναχωρεί από τη Γη και κατευθύνεται προς το άστρο α του Κε-

νταύρου, µε σταθερή ταχύτητα. Η απόσταση του άστρου από τη Γη είναι 4 έτη φωτός. (1 

έτος φωτός = η απόσταση που διανύει το φως σε ένα έτος = m1045,9y1 15⋅=l ).  

α) Πόση πρέπει να είναι η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου ως προς τη Γη, ώστε για έναν 

παρατηρητή µέσα στο διαστηµόπλοιο το ταξίδι αυτό να διαρκέσει 4 έτη;  

β) Πόσο διαρκεί το ταξίδι για έναν παρατηρητή στη Γη;  

γ) Υποθέτουµε ότι παράλληλα µε το διαστηµόπλοιο Α, ένα δεύτερο διαστηµόπλοιο Β επι-

στρέφει από τον α του Κενταύρου µε ταχύτητα 2/c  ως προς τη Γη. Ποια είναι η ταχύτη-

τα του διαστηµοπλοίου Β όπως την µετρά ο παρατηρητής που βρίσκεται µέσα στο διαστη-

µόπλοιο Α;  

δ) Αν το µήκος ηρεµίας του διαστηµοπλοίου Β είναι m48o =l , ποιο είναι το µήκος του 

όπως το µετρά ένας παρατηρητής που βρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο Α;  

 

(Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση  

 

α) Η σταθερή ταχύτητα του διαστηµοπλοίου είναι:  

 

                                                       
t

L
υ

∆
=                                                (1) 

 

όπου  m1045,9L 15⋅=   η απόσταση του άστρου από τη Γη και ∆t ο χρόνος του ταξιδιού 

ως προς ακίνητο παρατηρητή στη Γη, ο οποίος λόγω διαστολής του χρόνου είναι:      

22 cυ1

t
tγt

−

′∆
=′∆=∆                                    (2)  

όπου sec1064,12years4t 7⋅==′∆  (1year = 365days = sec1016,3 7⋅ ) ο χρόνος του ταξι-

διού ως προς τον κινούµενο παρατηρητή µέσα στο διαστηµόπλοιο.  
 

Εποµένως η  (1)  λόγω της  (2)  δίνει:  

 

⇒⋅=
−

⇒

−

⋅

⋅
= 8
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8
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⇒ −− 16
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22
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1
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⇒⋅=⋅+⋅=+⋅=⇒ −−−− 161616

2

16

2
1089,11011,01078,1

c

1
1078,1

υ

1
 

 

sec/m1073,0υ1053,0
1089,1

1
υ 816

16

2 ⋅=⇒⋅=
⋅

=⇒
−

  ή   υ = 0,24c 

 

β) Το ταξίδι για έναν ακίνητο παρατηρητή στη Γη, λόγω διαστολής χρόνου θα διαρκεί 

σύµφωνα µε τη (2):  

 

⇒
⋅

=
⋅

=
−

⋅
=

−

′∆
=∆

97,0

1064,12

94,0

1064,12

24,01

sec1064,12

cυ1

t
t

77

2

7

22
 

 

sec1003,13t 7⋅=∆⇒  

 

όπου c24,0υ24,0
103

1073,0

c

υ
A8

8

=⇒=
⋅

⋅
=   

   
 

 

Θεωρώντας ως κινούµενο σύστηµα το διαστηµόπλοιο Α, που κινείται µε ταχύτητα υΑ = 

0,24c ως προς τη Γη και το διαστηµόπλοιο Β κινείται αντίθετα προς αυτό µε ταχύτητα υΒ 

= -0,71c ως προς τη Γη, σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό της ταχύτητας το διαστηµόπλοιο 

Β έχει ταχύτητα Bυ′ ως προς το Α:  

 

c81,0υ
17,01

c95,0

c/c24,0)c71,0(1

c24,0c71,0

cυυ1

υυ
υ B22

AB

AB
B −=′⇒

+
−

=
−−

−−
=

−

−
=′  

 

δ) Ένα παρατηρητής µέσα στο διαστηµόπλοιο Α κινείται ως προς το διαστηµόπλοιο Β µε 

ταχύτητα:  

 

c81,0υ
c/)c71,0(c24,01

)c71,0(c24,0

cυυ1

υυ
υ A22

BA

BA
A =′⇒

−−

−−
=

−

−
=′  

 

και θα αντιλαµβάνεται συστολή του µήκους του διαστηµοπλοίου Β έτσι ώστε:  

 

⇒⋅===−=′−== 4858,058,034,0c/)c81,0(1cυ1
γ

oo
22

o
22

Ao
o

llll
l

l  

m84,27=⇒ l  

 

 

 

γ) 
c24,0υ =Α c71,02/cυ ==Β

ΓΗ
Α Β

ΑΣΤΡΟ

  α
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ΘΕΜΑ  8  
 

Σωµατίδιο κινείται σε σύστηµα Κ΄ στο επίπεδο xy µε   ταχύτητα c/2, η οποία σχηµατίζει 

γωνία 60
ο
 µε τον άξονα x΄. Αν το Κ΄ κινείται µε ταχύτητα 0,6c σε σχέση µε το Κ, βρείτε 

τις εξισώσεις κίνησης x(t) και y(t) στο σύστηµα Κ.  

 

(Τµήµα Φυσικής Ε.Κ.Π.Α.)  
 

Λύση  
 

Οι συνιστώσες της ταχύτητας 2/cu =′ του σωµατιδίου στο σύστηµα Κ΄ είναι:  

 

c25,0u
4

c

2

1

2

c
60cosuu x

o
x =′⇒=⋅=′=′  

 

c43,0uc
4

3

2

3

2

c
60sinuu y

o
y =′⇒=⋅=′=′  

 

Επειδή το σύστηµα Κ΄ κινείται µε ταχύτητα υ = 0,6c ως προς το ακίνητο σύστηµα Κ οι 

συνιστώσες της ταχύτητας του σωµατιδίου ως προς το Κ, σύµφωνα µε τους αντίστροφους 

µετασχηµατισµούς των ταχυτήτων είναι:  

 

 c74,0u
15,01

c85,0

c/c25,0c6,01

c6,0c25,0

c/uυ1

υu
u x22

x

x
x =⇒

+
=

+

+
=

′+

+′
=  

 

και       
)c/uυ1(γ

u
u

2
x

y

y ′+

′
=    

όπου    25,1γ
8,0

1

64,0

1

36,01

1

cυ1

1
γ

22
=⇒==

−
=

−
=  

 

οπότε:    c3,0u
44,1

c43,0

)15,01(25,1

c43,0
u yy =⇒=

+
=  

 

Άρα οι εξισώσεις κίνησης του σωµατιδίου στο σύστηµα Κ προκύπτουν ως εξής:  
 

ct74,0xdtc74,0dx
dt

dx
u

t

0

x

0

x =⇒=⇒= ∫∫  

 

ct3,0ydtc3,0dy
dt

dy
u

t

0

y

0

y =⇒=⇒= ∫∫  
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ΘΕΜΑ   9  

 

∆ύο σωµατίδια βρίσκονται στον άξονα x συστήµατος Κ. Το ένα είναι ακίνητο, ενώ το άλ-

λο κινείται µε ταχύτητα iυυ
rr

= . Ποια πρέπει να είναι η ταχύτητα συστήµατος Κ΄, ώστε 

παρατηρητής πάνω σε αυτό να βλέπει ότι τα σωµατίδια πλησιάζουν το ένα στο άλλο µε 

ίσες ταχύτητες;  

 

(Τµήµα Φυσικής Ε.Κ.Π.Α.)  
 
Λύση 

 

Οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων ως προς το σύστηµα Κ είναι:  

 

υΑ = 0    και     υΒ = υ 

 

Αν η ταχύτητα του συστήµατος Κ΄ ως προς το Κ είναι v, τότε σύµφωνα µε τους µετασχη-

µατισµούς των ταχυτήτων οι ταχύτητες των σωµατιδίων ως προς το Κ΄ είναι:  

 

                                 vυ
c/vυ1

vυ
υ A2

A

A
A −=′⇒

−

−
=′                                 (1) 

 

                              
2B2

B

B
B

c/vυ1

vυ
υ

c/vυ1

vυ
υ

−

−
=′⇒

−

−
=′             (2) 

 

Για να βλέπει ο παρατηρητής πάνω στο Κ΄ τα δύο σωµατίδια να πλησιάζουν το ένα στο 

άλλο µε ίσες ταχύτητες θα πρέπει να ισχύει:  

 

0υv2v
c

υ
vυv

c

υ
v

cvυ1

vυ
vυυ 2

2

2

22BA =+−⇒+−=+−⇒
−

−
−=−⇒′−=′

(1),(2)

 

Η παραπάνω δευτεροβάθµια εξίσωση έχει διακρίνουσα  

 

∆ = 4-4υ
2
/c

2
=4(1-υ

2
/c

2
)  κι εποµένως οι λύσεις της είναι:  

 

)c/υ11(
υ

c
v

c/υ

c/υ11

c/υ2

)c/υ1(42
v 22

2

2

22

2

22

−±=⇒
−±

=
−±

=  

 

Η λύση µε το + απορρίπτεται γιατί δίνει ν > c οπότε τελικά είναι:  

 

)c/υ11(
υ

c
v 22

2

−−=  
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ΘΕΜΑ   10  

 

α) Σύστηµα αναφοράς S΄ κινείται µε ταχύτητα x̂v σε σχέση µε σύστηµα S. Στο S ένα σώ-

µα κινείται µε ταχύτητα ẑυŷυx̂υ zyx ++ .  

Να βρεθούν, σύµφωνα µε τη θεωρία της σχετικότητας, οι συνιστώσες της ταχύτητας του 

σώµατος στο σύστηµα S΄. ∆ίνονται οι µετασχηµατισµοί     Lorentz.  

β) Στην ειδική περίπτωση ενός φωτονίου µε συνιστώσες 0υ,θsincυ,θcoscυ zyx ===  

να βρεθεί το µέτρο της ταχύτητάς του στο S΄. Σχολιάστε το αποτέλεσµα.  

 

(Σχολή Αγρονόµων – Τοπογράφων Μηχανικών Ε.Μ.Π.)  
 
Λύση 

 

α) Οι συνιστώσες της ταχύτητας του σώµατος zyx υ,υ,υ ′′′  στο σύστηµα S΄, µε τη βοήθεια 

των µετασχηµατισµών Lorentz προκύπτουν ως εξής:  

 

x2

x
x

22

x

υ
c

v
1

vυ
υ

dt

dx

c

v
1

v
dt

dx

dx
c

v
dtγ

)vdtdx(γ

td

xd
υ

−

−
=′⇒

−

−
=








 −

−
=

′
′

=′  

 








 −
=′⇒








 −
=








 −
=

′
′

=′

x2

y

y

22

y

υ
c

v
1γ

υ
υ

dt

dx

c

v
1γ

dt

dy

dx
c

v
dtγ

dy

td

yd
υ  

 








 −
=′⇒








 −
=








 −
=

′
′

=′

x2

z
z

22

z

υ
c

v
1γ

υ
υ

dt

dx

c

v
1γ

dt

dz

dx
c

v
dtγ

dz

td

zd
υ  

 

Οι παραπάνω σχέσεις αποτελούν τους µετασχηµατισµούς ταχυτήτων Lorentz.  

 

β) Για το φωτόνιο στο σύστηµα S είναι 0υ,θsincυ,θcoscυ zyx ===  κι εποµένως 

σύµφωνα µε τους µετασχηµατισµούς ταχυτήτων οι συνιστώσες της ταχύτητας στο S΄, εί-

ναι:  

 

c/θcosv1

vθcosc

c/θcosvc1

vθcosc

c/υv1

vυ
υ

22
x

x
x −

−
=

−

−
=

−

−
=′  

 

c/θcosv1

θsinc

c

v
1

)c/υv1(γ

υ
υ

2

2

2
x

y

y −
−=

−
=′  
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0
)c/υv1(γ

υ
υ

2
x

z
z =

−
=′   (επειδή υz = 0) 

 

Άρα το µέτρο της ταχύτητας του φωτονίου στο σύστηµα S΄ είναι:  
 

=+







−








−+








−

−
=′+′+′=′ 0

c/θcosv1

θsinc

c

v
1

c/θcosv1

vθcosc
υυυυ

2

2

22

2
z

2
y

2
x

2
 

=
−

−+−+
=

2

2222222

)c/θcosv1(

θsinvθsincθcoscv2vθcosc
 

 

=








 −

−+−+
=

2

22222

c

θcosvc

)θsin1(vθcoscv2θ)sinθ(cosc
 

 

cυcυc
)θcosvc(

)θcosvc(
c

)θcosvc(

θcosvθcoscv2c 222

2

2
2

2

222

=′⇒=′⇒
−

−
=

−

+−
=  

 

Το αποτέλεσµα αυτό επιβεβαιώνει το αναλλοίωτο της ταχύτητας του φωτός, δηλαδή η τα-

χύτητα του φωτονίου είναι ίση µε την ταχύτητα του φωτός c σε οποιοδήποτε αδρανειακό 

σύστηµα αναφοράς.  
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ΘΕΜΑ 11  
 

∆ιαστηµόπλοιο κινείται µε ταχύτητα c9,0υx =   ως προς τη γη. Κάποια στιγµή συναντά 

µετεωρίτη που κινείται στην ίδια διεύθυνση µε την ίδια ταχύτητα 0,9c ως προς τη γη αλλά 

αντίθετα από αυτήν του διαστηµοπλοίου. Ποια είναι η ταχύτητα του µετεωρίτη ως προς το 

διαστηµόπλοιο;  

 

(Σχολή Αγρονόµων – Τοπογράφων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση 

 

Θεωρώντας ως κινούµενο σύστηµα αναφοράς το διαστηµόπλοιο που έχει ταχύτητα 

c9,0υx =  ως προς τη γη, η ταχύτητα του µετεωρίτη ως προς αυτό σύµφωνα µε τον µετα-

σχηµατισµό ταχύτητας Lorentz είναι:  
 

2
µx

xµ

µ
c/υυ1

υυ
υ

−

−
=′  όπου c9,0υµ −=  η ταχύτητα του µετεωρίτη ως προς τη γη, αφού 

κινείται αντίθετα από το διαστηµόπλοιο.  

 
 

Οπότε:     c99,0υ
81,1

c8,1

c/)c9,0(c9,01

c9,0c9,0
υ µ2µ −=′⇒

−
=

−−

−−
=′  

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ  12  

 

Σχεδιάστε την κινητική ενέργεια ενός σώµατος συναρτήσει της ταχύτητας σαν κλασικό 

και σαν σχετικιστικό µέγεθος.  

 

(Σχολή Αγρονόµων – Τοπογράφων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση  

 

 

2cΜ

2

2
1 cΜ

2c1)-γ( Μ=Κ

2

2
1 υΜ=Κ

Κ

Ο c
υ

0,5c
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Η κλασική κινητική ενέργεια 2υM
2

1
K =  για υ = c έχει τιµή 2Mc

2

1
K = , ενώ η σχετικιστική 

κινητική ενέργεια    2

22

2 Mc1
cυ1

1
Mc)1γ(K 













−

−
=−=   για 

υ = c  τείνει στο άπειρο.  

Παρατηρείται  ότι  για  υ << c  είναι:  

 

2

2

2

2

22 c

υ

2

1
1γ...

c

υ

2

1
1

cυ1

1
γ =−⇒++=

−
=  

 

κι εποµένως η έκφραση 2Mc)1(K −γ=  γίνεται:  

 

22

2

2

υM
2

1
KMc

c

υ

2

1
K =⇒=  

 

∆ηλαδή για υ << c η κινητική ενέργεια ανάγεται στην κλασική έκφραση.  
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ΘΕΜΑ  13  
 

Ένα σωµατίδιο βρίσκεται ακίνητο στο σύστηµα αναφοράς S. Η µάζα ηρεµίας του σωµατι-

δίου είναι 5mo, όπου mo είναι µια γνωστή σταθερά. Το σωµατίδιο διασπάται συµµετρικά 

σε δύο πανοµοιότυπα σωµατίδια µε µάζα ηρεµίας 2mo το καθένα, τα οποία κινούνται πάνω 

στον άξονα των x.  

α) Να βρεθούν τα µέτρα των ταχυτήτων των δύο σωµατιδίων στο σύστηµα αναφοράς S.  

β) Ένα άλλο σύστηµα αναφοράς S΄, κινείται ως προς το S µε σταθερή ταχύτητα x̂vv =
r

. 

Στο σύστηµα αυτό το ένα σωµατίδιο εµφανίζεται ακίνητο. Ποια είναι η ταχύτητα του άλ-

λου σωµατιδίου στο σύστηµα αναφοράς S΄;  

 

(Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών Ε.Μ.Π.) 
 

Λύση 
 

 
α) Λόγω της αλληλεπίδρασης των σωµατιδίων ισχύει η αρχή διατήρησης της σχετικιστι-

κής ορµής και της ολικής σχετικιστικής ενέργειας. ∆ηλαδή:  

 

⇒
−

+
−

=⇒+=⇒=
22

2

2o

22
1

1o
2211τελαρχ

c/υ1

υm2

c/υ1

υm2
0υmυm0pp  

 

⇒
−

−=
−

⇒
−

−=
−

⇒
1

22
1

2

22
2

22
1

1o

22
2

2o

υ

c/υ1

υ

c/υ1

c/υ1

υm2

c/υ1

υm2
 

 

⇒
−

=
−

⇒
−

=
−

⇒
2
1

2

2
1

2

2
2

2

2
2

2

2
1

22
1

2
2

22
2

υc

υc

υc

υc

υ

c/υ1

υ

c/υ1
 

 

                            212
1

2

2
2

2

2
1

2

2
2

2

υυ
υ

c

υ

c
1

υ

c
1

υ

c
=⇒=⇒−=−⇒                       (1) 

 

∆ηλαδή τα δύο σωµατίδια τελικά κινούνται µε ταχύτητες ίσου µέτρου         υ1 = υ2 = υ, αλ-

λά αντίθετης διεύθυνσης.  

Από την αρχή διατήρησης της ολικής σχετικιστικής ενέργειας προκύπτει:  
 

(1)

⇒
−

+
−

=⇒Ε=
22

2

2
o

22
1

2
o2

oτελαρχ

cυ1

cm2

cυ1

cm2
cm5E  

 

 

ΑΡΧΙΚΑ ΤΕΛΙΚΑ

xοm5 οm2
οm2

2υ 1υ
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⇒=−⇒
−

=⇒
5

4
cυ1

cυ1

cm4
cm5 22

22

2
o2

o  

 

                         c6,0υc
5

3
υ

25

9

c

υ

25

16

c

υ
1

2

2

2

2

=⇒=⇒=⇒=−                  (2)  

 

β) Στο σύστηµα S΄το σωµατίδιο 1 είναι ακίνητο, δηλαδή 0υ1 =′  οπότε σύµφωνα µε το µε-

τασχηµατισµό των ταχυτήτων είναι:  

 

c6,0vυv0vυ0
c/υv1

vυ
υ 112

1

1
1 =⇒=⇒=−⇒=

−

−
=′

(2)

 

 

Άρα η ταχύτητα του άλλου σωµατιδίου ως προς το S΄, λαµβάνοντας υπόψη ότι κινείται 

αντίθετα του άλλου, δηλαδή υ2 = -0,6c είναι:  

 

c88,0υ
36,01

c2,1

c/)c6,0(c6,01

c6,0c6,0

c/υv1

vυ
υ 222

2

2
2 −=′⇒

+
−

=
−−

−−
=

−

−
=′  
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ΘΕΜΑ  14  
 

Ένα σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας m1 ( GeV1cm 2
1 = ) κινείται µε ταχύτητα   υ1 = 0,7c και 

συγκρούεται µε ένα άλλο ακίνητο σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας m2 ( GeV10cm 2
2 = ) στο 

σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου. Μετά την κρούση τα δύο σωµατίδια σχηµατίζουν 

ένα σώµα µε µάζα ηρεµίας Μ. Υπολογίστε:  

α) τη σχετικιστική ενέργεια (σε GeV), την ορµή (σε GeV/c) και την κινητική ενέργεια (σε 

GeV) του σωµατιδίου m1 στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου πριν την κρούση.  

β) την ολική ενέργεια (σε GeV) και τη µάζα Μ του συστήµατος (σε GeV/c
2
) µετά την 

κρούση.  

 

(Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π., 

Σχολή Αγρονόµων – Τοπογράφων Μηχανικών Ε.Μ.Π.)  
 
Λύση 

 

α) Η ολική σχετικιστική ενέργεια του σωµατιδίου m1 στο σύστηµα αναφοράς του εργα-

στηρίου πριν την κρούση είναι:  

 

GeV4,1EGeV
715,0

1

51,0

GeV1

7,01

GeV1

cυ1

cm
cmγE 1

222
1

2
12

11 =⇒==
−

=
−

==  

Η σχετικιστική του ορµή είναι:  

 

c/GeV98,0pc/GeV
715,0

7,0

715,0

c7,0c/GeV1

c/υ1

υm
υmγp 1

2

22
1

11
111 =⇒=

⋅
=

−
==  

 

 

Και η κινητική του ενέργεια είναι:  

 
 

Κ1= (γ-1)m1c
2
 = γm1c

2
 - m1c

2
 = Ε1 - m1c

2
 = 1,4GeV – 1GeV ⇒ K1 = 0,4 GeV  

 

β) Λόγω της κρούσης των σωµατιδίων ισχύει η αρχή διατήρησης της ολικής σχετικιστικής 

ενέργειας. ∆ηλαδή:  

 

⇒+=+=Ε⇒Ε=Ε+Ε⇒Ε= GeV10GeV4,1cmcmγE 2
2

2
1τελτελ21τελαρχ  

GeV4,11τελ =Ε⇒  

 

Επίσης ισχύει η αρχή διατήρησης της σχετικιστικής ορµής, οπότε:  

 

c/GeV98,0p0υmγpppppp τελ11.τελτελ21τελαρχ =⇒+=⇒=+⇒=  

 

Συνεπώς από τη σχέση που συνδέει την ορµή µε την ενέργεια θα υπολογιστεί η µάζα ηρε-

µίας Μ του συστήµατος µετά την κρούση. ∆ηλαδή:  

 

=−=−=⇒+= 22222
τελ

2
τελ

424222
τελ

2
τελ c)c/GeV98,0()GeV4,11(cpEcMcMcpE  

 

222 c/GeV36,11MGeV129GeV)96,096,129( =⇒=−=  
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ΘΕΜΑ  15 

 

∆ύο πρωτόνια κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις ξεκινώντας από ένα κοινό σηµείο, 

µε ίσες κατά µέτρο ταχύτητες υ = 0,9c.  

α) Υπολογίστε την ολική σχετικιστική ενέργεια (σε GeV) την κινητική ενέργεια (σε GeV) 

και την ορµή (σε GeV/c) ενός από τα πρωτόνια ως προς το κοινό σηµείο εκκίνησης.  

β) Υπολογίστε την ολική σχετικιστική ενέργεια, την ορµή και την ταχύτητα του ενός πρω-

τονίου ως προς το σύστηµα αναφοράς του άλλου.  

∆ίνεται:   GeV938,0cm 2
p =   

 

(Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση 

 

 

α) Θεωρώντας ως άξονα της κίνησης των πρωτονίων τον άξονα των x, η ολική σχετικιστι-

κή ενέργεια του πρωτονίου 1 ως προς το ακίνητο σύστηµα Oxyz (σηµείο εκκίνησης) είναι:  

 

⇒==
−

=
−

==
44,0

GeV938,0

19,0

GeV938,0

81,01

cm

c/υ1

cm
cmγE

2
p

22
1

2
p2

p1  

 

GeV13,2E1 =⇒  
 

Η κινητική του ενέργεια είναι:  
 

⇒−=−=−=−= GeV938,0GeV13,2cmEcmcmγcm)1γ(K 2
p1

2
p

2
p

2
p1  

 

GeV19,1K1 =⇒  
 

Και η σχετικιστική του ορµή είναι:  

 

⇒⋅−=
−

=
−

=
−

== c/GeV938,005,2
44,0

cm9,0

19,0

)c9,0(m

c/υ1

υm
υmγp

pp

22
1

1p

1p1  

 

c/GeV92,1p1 −=⇒  

β) Θεωρώντας ως σύστηµα αναφοράς Ο΄x΄y΄z΄ το σύστηµα πάνω στο πρωτόνιο 2, το ο-

ποίο κινείται µε ταχύτητα υ = 0,9c ως προς το Oxyz (σηµείο εκκίνησης), τότε σύµφωνα µε 

τους µετασχηµατισµούς ορµής και ενέργειας, η σχετικιστική ορµή και η ολική σχετικιστι-

κή ενέργεια του πρωτονίου 1 ως προς το σύστηµα αναφοράς του πρωτονίου 2 είναι:  

 

=






 −−=






 −=′ GeV13,2
c

c9,0
c/GeV92,1

44,0

1
E

c

υ
pγp

21211  

 

 
υυ2 =υυ1 −=

O

21
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c/GeV72,8p)c/GeV84,3(27,2)c/GeV92,1c/GeV92,1(27,2 1 −=′⇒−=−−=  

[ ]=−−=−=′ )c/GeV92,1(c9,0GeV13,227,2)pυE(γE 111  
 

GeV76,8EGeV86,327,2)GeV73,1GeV13,2(27,2 1 =′⇒⋅=+=  
 

Επίσης σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό της ταχύτητας, η ταχύτητα του πρωτονίου 1 ως 

προς το σύστηµα αναφοράς του πρωτονίου 2 είναι:  
 

c99,0υ
81,1

c8,1

c/)c9,0(c9,01

c9,0c9,0

c/υυ1

υυ
υ 122

1

1
1 −=′⇒

−
=

−−

−−
=

−

−
=′  
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ΘΕΜΑ   16    

 

Στο σύστηµα συντεταγµένων S δύο πρωτόνια 1 και 2 κινούνται µε ταχύτητες x̂c6,0υ1 =
r

 

και x̂c6,0υ2 −=
r

.  

α) Να υπολογίσετε την ενέργεια και την ορµή των δύο πρωτονίων στο S, αν m είναι η µά-

ζα ηρεµίας τους.  

β) Να υπολογίσετε την ενέργεια και την ορµή του πρωτονίου 2 στο σύστηµα S΄, στο οποίο 

το πρωτόνιο 1 είναι ακίνητο.  

 

(Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση 

α) Η ολική σχετικιστική ενέργεια των δύο πρωτονίων στο σύστηµα S είναι:  
 

2
1

222

22
1

2
2

1 mc25,1E
8,0

mc

64,0

mc

36,01

mc

c/υ1

mc
mcγE =⇒==

−
=

−
==  

 

και     Ε2 = 1,25mc
2
    αφού   υ1 = υ2 = 0,6c  

Η σχετικιστική ορµή των δύο πρωτονίων στο S είναι:  

 

x̂mc75,0px̂c6,0m25,1υmγp 111 =⇒==
rrr

 

 

x̂mc75,0p)x̂c6,0(m25,1υmγp 222 −=⇒−==
rrr

 

 

β) Η ταχύτητα v του συστήµατος S΄, στο οποίο το πρωτόνιο 1 είναι ακίνητο, δηλαδή 

0υ1 =′ , σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό της ταχύτητας είναι:  

 

c6,0vυv0vυ0
c/υv1

vυ
υ 112

1

1
1 =⇒=⇒=−⇒=

−

−
=′  

 

Άρα σύµφωνα µε τους µετασχηµατισµούς ορµής και ενέργειας, η ορµή και η ολική ενέρ-

γεια του πρωτονίου 2 στο σύστηµα S΄ είναι:  

 
 
 
 

=






 −−=






 −=′ 2

22222 mc25,1
c

c6,0
mc75,025,1E

c

υ
pγp  

 

mc88,1p)mc5,1(25,1)mc75,0mc75,0(25,1 2 −=′⇒−=−−=  

 

και          =−−=−=′ )]mc75,0(c6,0mc25,1[25,1)pυE(γE 2
222  

 

2
2

222 mc13,2Emc7,125,1)mc45,0mc25,1(25,1 =′⇒⋅=+=  

 x̂c6,0υ2 −=
r

S

2 1

x̂c6,0υ1 =
r
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ΘΕΜΑ   17  

 

Στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, ένα φωτόνιο ενέργειας Εγ συγκρούεται µε έναν 

ακίνητο πυρήνα µάζας ηρεµίας Μο. Το φωτόνιο απορροφάται πλήρως από τον πυρήνα.  

α) Να βρείτε την ταχύτητα υ1 και τη µάζα Μ1 του σώµατος που προκύπτει.  

β) Να δείξετε ότι στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, η ταχύτητα v του κέντρου µά-

ζας του συστήµατος φωτονίου – πυρήνα πριν από τη σύγκρουση είναι : 

 

2
oγ

γ

cME

E
cv

+
=  

 

γ) Να βρείτε τις ενέργειες του φωτονίου cE γ  και του πυρήνα Ε
c
 στο σύστηµα αναφοράς 

του κέντρου µάζας.  

 

(Σχολή Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών Ε.Μ.Π) 
 
Λύση 

 

 

α) Λόγω της κρούσης ισχύει η αρχή διατήρησης της σχετικιστικής ορµής και της ολικής 

σχετικιστικής ενέργειας. ∆ηλαδή:  

 

11

γ

11

γ

τελναήπυργτελαρχ υMγ
c

υMγ0
c

ppppp =
Ε

⇒=+
Ε

⇒=+⇒=       (1) 

 

και        2

1

2

o cMcME γΕΕ γτελαρχ =+⇒=                                                (2)  
 

∆ιαιρώντας τις (1) και (2) κατά µέλη προκύπτει:  

 

2
oγ

γ

12

1

2
oγ

γ

cME

cE
υ

c

υ

cME

c/E

+
=⇒=

+
 

 

Από τη σχέση που συνδέει την ενέργεια µε την ορµή του σώµατος που προκύπτει µετά τη 

σύγκρουση φωτονίου – πυρήνα, υπολογίζεται η µάζα του Μ1. ∆ηλαδή:  

 

⇒+Μ=+⇒+Μ=Ε 2

2

2
γ42

1
22

oγ
22

τελ
42

1
2
τελ c

c

E
c)cME(cpc

(2)(1),

 

 

⇒ΜΕ+Μ=Μ⇒−Μ+Μ+=Μ⇒ 2
ογ

42
ο

42
1

2
γ

2
oγ

42
o

2
γ

42
1 c2ccEcE2cEc  

 

 γΕ
1υ1Μ

οΜ

ΑΡΧΙΚΑ ΤΕΛΙΚΑ
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2

o
γ

2
o12

o
γ

2
o

2
1

c

M
E2MM

c

M
E2MM +=⇒+=⇒  

 

β) Η σχετικιστική ορµή του φωτονίου και του πυρήνα πριν τη σύγκρουση στο σύστηµα του 

κέντρου µάζας, που κινείται µε ταχύτητα v ως προς το σύστηµα του εργαστηρίου, σύµφωνα 

µε το µετασχηµατισµό ορµής – ενέργειας είναι:  

 

                        







−=







 −= γ2

γ

γ2γ
c
γ E

c

v

c

E
γE

c

v
pγp             (3) 

 

και    o
2

o2ναήπυρ2ναήπυρ
c

ναήπυρ vMγcM
c

v
0γE

c

v
pγp −=







 −=






 −=          (4)  

 

Αλλά η ολική αρχική ορµή ως προς το σύστηµα του κέντρου µάζας είναι πάντα µηδέν, ο-

πότε ισχύει:  

 

⇒=







+⇒=








−−⇒=+

c

E
M

c

E
v0vME

c

v

c

E
γ0pp

γ

o2

γ

oγ2

γc
ναήπυρ

c
γ

(3),(4)

 

 

                 
cME

E
cv

cME

c/Ec

M
c

E

c/E
v

2
oγ

γ

2
oγ

γ
2

o2

γ

γ

+
=⇒

+
=

+

=⇒                 (5) 

 

γ) Οι ενέργειες του φωτονίου cE γ  και του πυρήνα Ε
c
 στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µά-

ζας, σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό ορµής – ενέργειας είναι:  

 

)vpE(γE γγ
c
γ −=       και       )vpE(γ ναήπυρναήπυρ

c −=Ε  

 

όπου           =
+−

=
−

=
22

oγ
2
γ

22 )cME/(E1

1

cv1

1
γ

(5)

 

 

           
2

oγ
42

o

2
oγ

22
oγ

2
γ

2
oγ

42
o

2
γ cME2cM

cME

)cME(

EcME2cME

1

+

+
=

+

−++
=               (6) 

Άρα:     
(6)(5)

=
+

=














+
−=








−=

2
oγ

2
o

γ2
oγ

γ

γ

γ

γ
c
γ

cME

cM
Eγ

cME

E
1Eγ

c

E
vEγE  

 

2
oγ

42
o

2
oγc

γ2
oγ

2
oγ

2
oγ

42
o

2
oγ

cME2cM

cME
E

cME

cME

cME2cM

cME

+
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+
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και     ⇒
+

+
==Ε=−= 2

o
2

oγ
42

o

2
oγ2

o
c cM

cME2cM

cME
cMγγ)0vE(γE

(6)

 

 

2
oγ

42
o

42
o

2
oγc

cME2cM

cMcME
E

+

+
=⇒  
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Ένα φωτόνιο έχει ενέργεια 2
γ cµ=Ε  όπου µ µια θετική σταθερά. Το φωτόνιο συγκρούεται 

µε ακίνητο σωµατίδιο του οποίου η µάζα ηρεµίας είναι Μ. Μετά τη σύγκρουση δηµιουρ-

γείται ένα σωµατίδιο µάζας ηρεµίας mo το οποίο παραµένει ακίνητο και ένα άλλο σωµατί-

διο µάζας ηρεµίας m1 το οποίο κινείται µε ταχύτητα υ1.  

α) ∆είξτε ότι είναι   
µmM

µ

c

υ

o

1

+−
=  

 

β) ∆είξτε ότι είναι    )µ2mM)(mM(m oo1 +−−=  

 

γ) Εξηγήστε µε λόγια τι συµβαίνει στις ειδικές περιπτώσεις:  

i) όταν είναι mo = 0   και    ii) όταν είναι mo = M 

 

(Τµήµα Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών Ε.Μ.Π.)  
 
Λύση 

 

 

α) Λόγω της αλληλεπίδρασης φωτονίου – σωµατιδίου ισχύει η αρχή διατήρησης της σχε-

τικιστικής ορµής και της ολικής σχετικιστικής ενέργειας. ∆ηλαδή:  

 

  cµυmγυmγ
c

cµ
υmγ00

c
pp 1111

2

11

γ

τελαρχ =⇒=⇒+=+
Ε

⇒=          (1) 

 

και         ⇒+=Μ+Ε⇒Ε=Ε 2
1

2
o

2
γτελαρχ cmγcmc  

 

⇒+=+⇒ 2
1

2
o

22 cmγcmMccµ  

 

                        o11o mMmmmM −+=⇒+=+⇒ µγγµ             (2) 

 2
γ cµ=Ε

1υ1mοm

ΑΡΧΙΚΑ ΤΕΛΙΚΑ

Μ
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∆ιαιρώντας τις (1) και (2) κατά µέλη προκύπτει: 
 

                             
o

1

o

1
mMcmM

c

−+
=⇒

−+
=

µ

µυ

µ

µ
υ                        (3) 

 

β) Από την (1) χρησιµοποιώντας την (3) προκύπτει:  

 

⇒=
−+−

−+
⇒=

−
cµ

)mMµ/(µ1

mMµ/cµm
cµ

cυ1

υm

2
o

2

o1

22
1

11
(3)

 

 

⇒
−+

−−−+++
−+=⇒

2
o

2
oo

2
o

22

o1
)mMµ(

µmµ2Mm2Mµ2mMµ
)mMµ(m  

 

⇒−−++=⇒ oo
2
o

2
1 mµ2Mm2Mµ2mMm  

 

)µ2mM)(mM(m oo1 +−−=⇒  

γ) i) Στην πρίπτωση όπου mo=0 το φωτόνιο θα απορροφάται πλήρως από το ακίνητο σω-

µατίδιο µάζας ηρεµίας Μ και τελικά θα προκύψει ένα σωµατίδιο µάζας ηρεµίας 

)µ2M(Mm1 +=   και ταχύτητας 
Mµ

cµ
υ1 +

= . 

ii) Όταν είναι mo = M το φωτόνιο δεν αλληλεπιδρά µε το ακίνητο σωµατίδιο και τελικά θα 

προκύψει το ίδιο ακίνητο σωµατίδιο ενώ το σωµατίδιο m1 θα έχει µάζα ηρεµίας m1 = 0 και 

ταχύτητα υ1 = c, δηλαδή θα είναι φωτόνιο.  
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ΘΕΜΑ   19  

 

Στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, ένα φωτόνιο ενέργειας Q συγκρούεται µε έναν 

ακίνητο πυρήνα µάζας ηρεµίας Μ1. Το φωτόνιο απορροφάται πλήρως, σχηµατίζοντας ένα 

σώµα µάζας ηρεµίας Μ2, που κινείται µε ταχύτητα υ. Να βρεθούν τα Μ2 και υ.  

 

(Τµήµα Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Φυσικών Επιστηµών Ε.Μ.Π.)  

 
Λύση 
 

 

Λόγω της αλληλεπίδρασης φωτονίου – πυρήνα ισχύουν η αρχή διατήρησης της σχετικι-

στικής ορµής και της ολικής σχετικιστικής ενέργειας, οπότε: 

 

                        υMγ
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⇒=             (1) 

 

και                   2

2

2

1 cMcMQ γΕΕ τελαρχ =+⇒=                                    (2)  
 

∆ιαιρώντας τις (1) και (2) κατά µέλη προκύπτει:  
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Και η (1) δίνει: 
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ΘΕΜΑ   20  
 

Πηγή φωτός αποµακρύνεται µε σταθερή ταχύτητα υ = βc από την αρχή Ο ενός συστήµα-

τος αναφοράς S κινούµενη κατά µήκος του άξονα των x. Η πηγή εκπέµπει ένα φωτόνιο, το 

οποίο στο σύστηµα στο οποίο η πηγή είναι ακίνητη, έχει ενέργεια νhE ′=′ . Παρατηρητής 

ακίνητος στο Ο βλέπει το φωτόνιο να κινείται στο επίπεδο xy σε ευθεία γραµµή που σχη-

µατίζει γωνία θ µε τον άξονα των x. Έστω ότι το φωτόνιο στο S έχει ενέργεια  Ε = hν.  

α) Να αποδειχθεί ότι οι συχνότητες ν και ν΄ συνδέονται µε τη σχέση:  

 

)θcosβ1(γνν −=′  

β) Να υπολογιστούν οι συνιστώσες zyx pκαιp,p ′′′  της ορµής του φωτονίου στο S΄ και να 

επαληθευθεί η σχέση : 

 

0)ppp(cE 2
z

2
y

2
x

22 =′+′+′−′  

 

(Σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 

 

Λύση 
 

α) Σύµφωνα µε το µετα-

σχηµατισµό ορµής – ε-

νέργειας, η σχέση που 

συνδέει την ενέργεια του 

φωτονίου στα συστήµατα S και S΄ είναι: 
 

)cpβE(γE x−=′  

 

 

Αλλά    νhE,νhE =′=′    και    θcos
c

νh
pθcos

c

E
θcospp xx =⇒==  

οπότε η παραπάνω σχέση δίνει:  
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β) Οι συνιστώσες της ορµής του φωτονίου στο σύστηµα S΄ σύµφωνα µε τους µετασχηµα-

τισµούς ορµής – ενέργειας είναι:  
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                                        θsin
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Είναι:     =′+′+′−′
)(2),(3),(4
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όπου στους προηγούµενους υπολογισµούς χρησιµοποιήθηκαν οι σχέσεις : 
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