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Κυματοσυνάρτηση:           
 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις
             𝐸 = ℏ𝜔 ⇒ 𝜔 =

 
                                        𝜓
 
Είναι:          డట

డ௧
= −𝑖

ா

ℏ
𝑒

 
Δηλαδή      𝛦෠ = −

ℏ

௜

డ

డ௧
=

 

            𝜅𝛼𝜄          
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 𝑖

 
δηλ.      pො =

ℏ

୧

ப

ப୶
= i

ℏ

୧మ

ப

ப

  
Οπότε οι (2), (3) παίρνουν την κομψή μορφή:
 
                                      𝛦෠𝜓
δηλαδή η δράση των τελεστών 
𝜓(𝑥, 𝑡) ξαναδίνει την κυματοσυνάρτηση πολλαπλασιασμένη με Ε και 
αντίστοιχα. 
 

Σχέση τελεστών για ελεύθερο σωματίδιο:
 

αλλά ο τελεστής     𝑝̂ଶ =

          

 Οπότε η (4) δίνει:     𝐢ℏ

           ΕΞΙΣΩΣΗ 
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            𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑒௜(௞௫ିఠ௧) 

χέσεις de Broglie:       
=

௲

ℏ
,   𝑝 = ℏ𝑘 ⇒ 𝑘 =

௣

ℏ
    η παραπάνω γίνεται

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑒௜(௣௫ିா௧)/ℏ     (𝟏) 

𝑒௜(௣௫ିா௧)/ℏ = −𝑖
ா

ℏ
𝜓        (𝟐) 

= −
௜ℏ

௜మ

డ

డ௧
⇒  𝚬෡ = 𝐢ℏ

𝛛

𝛛𝐭
      τελεστής χρόνου 

𝑖
𝑝

ℏ
𝑒௜(௣௫ିா௧)/ℏ = 𝑖

𝑝

ℏ
𝜓     (𝟑) 

ப

ப୶
⇒   𝐩ෝ = −𝐢ℏ

𝛛

𝛛𝐱
                τελεστής χώρου (ορμής)

παίρνουν την κομψή μορφή: 

෠𝜓 = 𝛦𝜓     𝜅𝛼𝜄    𝑝̂𝜓 = 𝑝𝜓 
δηλαδή η δράση των τελεστών 𝛦෠ και 𝑝̂ πάνω στην κυματοσυνάρτηση 

ξαναδίνει την κυματοσυνάρτηση πολλαπλασιασμένη με Ε και 

Σχέση τελεστών για ελεύθερο σωματίδιο:     𝛦෠ =
௣ොమ

ଶ௠
⇒ 𝛦෠𝜓

= 𝑝̂ ∙ 𝑝̂ = ቀ−𝑖ℏ
డ

డ௫
ቁ ∙ ቀ−𝑖ℏ

డ

డ௫
ቁ = 𝑖ଶℏଶ

ℏ
𝛛𝛙

𝛛𝐭
= −

ℏ𝟐

𝟐𝐦

𝛛𝟐𝛙

𝛛𝐱𝟐
           ελεύθερη εξίσωση 

ΕΞΙΣΩΣΗ  SCHRODINGER 
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η παραπάνω γίνεται 

τελεστής χρόνου (ενέργειας) 

τελεστής χώρου (ορμής) 

πάνω στην κυματοσυνάρτηση 
ξαναδίνει την κυματοσυνάρτηση πολλαπλασιασμένη με Ε και p 

=
௣ොమ

ଶ௠
𝜓       (4) 

డమ

డ௫మ
= −ℏଶ డమ

డ௫మ
 

ελεύθερη εξίσωση Schrödinger 
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Στην περίπτωση που το σωματίδιο κινείται σε δυναμικό 
τελεστή Hamilton: 

𝐻෡ =
𝑝

2
 

    Οπότε:        𝐻෡𝜓 = ቆ
௣ොమ

ଶ௠

 

     ⇒ 𝒊ℏ
𝝏𝝍

𝝏𝒕
= −

ℏ𝟐

𝟐𝒎

𝝏𝟐𝝍

𝝏𝒙𝟐
+

 
 
Στις τρεις διαστάσεις είναι:
 

𝐻෡ =
𝑝̂ଶ

2𝑚
+ 𝑉(𝑟) =

𝑝̂௫
ଶ

2𝑚
+

 
    με     𝑝̂௫ → −𝑖ℏ

డ

డ௫
,    𝑝̂௬

 

𝜊𝜋ό𝜏𝜀  𝛨෡ = −
ℏଶ

2𝑚
ቆ

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
+

 
 
Τρισδιάστατη εξίσωση Schrödinger
 

𝑖ℏ
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝛨෡𝜓 ⇒ 𝑖ℏ

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

 

 
 

                             Συγγραφή 
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Στην περίπτωση που το σωματίδιο κινείται σε δυναμικό V(x) εισάγουμε τον 

𝑝̂ଶ

2𝑚
+ 𝑉(𝑥) = −

ℏଶ

2𝑚

𝜕ଶ

𝜕𝑥ଶ
+ 𝑉(𝑥) 

ቆ
ො

+ 𝑉(𝑥)ቇ 𝜓 ⇒ 𝐻෡𝜓 = −
ℏమ

ଶ௠

డమట

డ௫మ
+ 𝑉(𝑥)

𝑽(𝒙)𝝍      χρονοεξαρτώμενη εξίσωση 

είναι: 

+
𝑝̂௬

ଶ

2𝑚
+

𝑝̂௭
ଶ

2𝑚
+ 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

̂௬ → −𝑖ℏ
డ

డ௬
,    𝑝̂௭ → −𝑖ℏ

డ

డ௭
 

+
𝜕ଶ

𝜕𝑦ଶ
+

𝜕ଶ

𝜕𝑧ଶ
ቇ + 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⇒ 𝛨෡ = −

ℏ

2

Schrödinger: 

−
ℏଶ

2𝑚
∇ଶ + 𝑉(𝑟)𝜓 

 
 
 
 
 

Συγγραφή – Επιμέλεια: Παναγιώτης Φ. Μοίρας
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) εισάγουμε τον 

( )𝜓 ⇒ 

μενη εξίσωση Schrödinger 

ℏଶ

2𝑚
∇ଶ + 𝑉(𝑟) 

Επιμέλεια: Παναγιώτης Φ. Μοίρας 


