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ΘΕΜΑ    1 

 

Μια χορδή απείρου μήκους έχει γραμμική πυκνότητα 1ρ  και τείνεται με τάση 1T  για 

0x  , ενώ έχει γραμμική πυκνότητα 2ρ  και τείνεται με τάση 2T  για  x0 . 

Ένα αρμονικό ημιτονικό κύμα διαδίδεται από αριστερά και προσπίπτει στην ασυνέχεια 

στο x=0. 

α) Δείξτε ότι η εγκάρσια δύναμη επαναφοράς στο σημείο ένωσης x=0 ικανοποιεί τη 

συνθήκη:    
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όπου 1y  και 2y  είναι οι κυματοσυναρτήσεις των συνιστάμενων κυμάτων στις δύο 

περιοχές. 

β) Αν   21 TT     δείξτε ότι:         
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όπου 12R  ο συντελεστής ανάκλασης και 21 kk ,  οι κυματάριθμοι των 1y  και 2y . 

γ) Αν 21   και 12 ρcρ   δείξτε ότι η σχέση των μηκών κύματος είναι 21 λcλ  . 

 

Λύση 
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α) Έστω ότι ),( txy1  είναι η μετατόπιση της χορδής στο διάστημα 0x   και ),( txy2  η 

μετατόπισή της στο  x0  αντίστοιχα. Στο σημείο ένωσης Α, δηλαδή για x=0, οι 

μετατοπίσεις ακριβώς αριστερά και ακριβώς δεξιά, λόγω συνέχειας πρέπει να είναι ίσες: 
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                        ),(),( t0yt0y 21                                     (1) 

 
 

Στο σημείο ένωσης Α ασκούνται εφαπτομενικά οι δυνάμεις 1F  και 2F  από τα δύο τμήματα 

της χορδής. Λόγω ισορροπίας της χορδής στη διεύθυνση x, οι οριζόντιες συνιστώσες των 

1F  και 2F  ισούνται με τις τάσεις 1T  και 2T  που τείνουν τα δύο τμήματα της χορδής. 

Δηλαδή:  

 

 

111111 θTFθFT cos/cos    και  222222 θTFθFT cos/cos     (2) 
 

 

Επίσης κατά τη διεύθυνση y της κίνησης της χορδής, σύμφωνα με το 2ο νόμο του Newton 

η ολική δύναμη 1122 θFθF sinsin  , (όπου η βαρύτητα αμελείται) ισούται: 
 

 

 AA1122A ymθFθFαmF 


 sinsin             (3) 

 
 

όπου Am  η μάζα του σημείου Α, η οποία είναι αμελητέα εφόσον δεν υπάρχει 

τοποθετημένη σημειακή μάζα στο σημείο Α. Δηλαδή 0mA  , οπότε η (3) λόγω και των 

(2) δίνει: 
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              0θTθT 1122  tantan              (4) 

 
 

Αλλά οι εφαπτομένες 21 θθ tan,tan  δίνουν την κλίση της χορδής εκατέρωθεν του σημείου 

Α. Δηλαδή είναι: 
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Άρα τελικά η (4) λόγω των (5) παίρνει τη μορφή: 
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β) Θεωρώντας το αρμονικό κύμα 
)(

),( 11 φxktωi
i Aetxy


  που προσπίπτει στην ασυνέχεια 

(x=0) από τα αριστερά, τότε στο σημείο αυτό δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα 
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)(
),( 21 φxktωi

r Betxy


  που διαδίδεται προς τα αριστερά και το μεταδιδόμενο κύμα 
)(

),( 32 φxktωi
t Cetxy


  που διαδίδεται προς τα δεξιά. 

Συνεπώς η ολική μετατόπιση της χορδής στο τμήμα 0x   ισούται με το άθροισμα 

),(),( txytxy ri  , ενώ στο τμήμα  x0  ισούται με το ),( txy t . Δηλαδή:  
 

 

     ),(),(),( txytxytxy ri1          και         ),(),( txytxy t2                  (7) 

 

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω στην οριακή συνθήκη (1) προκύπτει: 
 

 

 ),(),(),(),(),( t0yt0yt0yt0yt0y tri21  
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Επίσης αντικαθιστώντας τις (7) στην οριακή συνθήκη (6) για 21 TT   προκύπτει: 
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Επομένως από τις (8) και (9) προκύπτει: 
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Από τη σχέση (10) φαίνεται ότι το δεύτερο μέλος είναι πραγματικό άρα πρέπει να είναι 

πραγματικό και το πρώτο μέλος.  
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Επειδή )sin()cos(
)(

1212
φφi

φφiφφe 12 


 παρατηρείται ότι το πραγματικό μέρος 

αυτού είναι το )cos( 12 φφ   και αν 21 kk   είναι 12 φφ   , ενώ αν 21 kk   είναι 

πφφ 12  . Άρα: 
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Παρατηρείται ότι αν 0R12   τότε είναι 21 φφ   δηλαδή το ανακλώμενο και το 

προσπίπτον κύμα είναι σε φάση, ενώ αν 0R12   τότε έχουν διαφορά φάσης π. 

 

γ) Η σύνθετη αντίσταση Ζ της χορδής συνδέεται με τη φασική ταχύτητα μέσω της σχέσης: 
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Άρα αν 21   και 12 ρcρ   σύμφωνα με την (11) προκύπτει: 
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ΘΕΜΑ    2 

 

Χορδή τεντώνεται κατά μήκος του άξονα των x με τάση Τ και έχει γραμμική πυκνότητα 

1ρ  για 0x   και 2ρ  για   x0 . Το εγκάρσιο κύμα )cos(),( kxtωAtxy   

κινείται στο αριστερό τμήμα της χορδής και προσπίπτει στο σημείο x=0. 

α) Γράψτε το προκύπτον κύμα στην περιοχή 0x   ως επαλληλία δύο στάσιμων 

κυμάτων. 

β) Ποια είναι η διαφορά φάσης προσπίπτοντος – ανακλώμενου και προσπίπτοντος – 

μεταδιδόμενου κύματος; 

γ) Δείξτε ότι η μέση μεταδιδόμενη ισχύς στην περιοχή x>0 ισούται με τη διαφορά της 

μέσης ισχύος του προσπίπτοντος κύματος μείον τη μέση ισχύ του ανακλώμενου. 

 

Λύση 

 

α) Στην περιοχή 0x    υπάρχουν δύο κύματα, το προσπίπτον: 
 

 

                                             )cos(),( kxtωAtxyi              (1) 
 

 

και το ανακλώμενο:             )cos(),( kxtωARtxy 12r              (2) 

 

όπου 
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


  είναι ο συντελεστής ανάκλασης του κύματος στο x=0 και 21  ,  εί- 

 

ναι οι χαρακτηριστικές σύνθετες αντιστάσεις των δύο τμημάτων της χορδής για τις οποίες  

 

ισχύει :     11 ρT      και    22 ρT  
 

 

Άρα το προκύπτον κύμα ),( txyολ  στην περιοχή 0x   είναι: 
 

 

 )cos()cos(),(),(),(
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 kxtωARkxtωARkxtωAkxtωA 1212 sinsincoscossinsincoscos  
 

tωkxR1AtωkxR1Atxy 1212ολ sinsin)(coscos)(),(   

 
 

Δηλαδή είναι επαλληλία δύο στάσιμων κυμάτων. 
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β) Αν 21 ρρ   τότε επειδή ρT  είναι 21   κι επομένως 0R12  , οπότε η διαφορά 

φάσης προσπίπτοντος και ανακλώμενου κύματος είναι μηδέν. 

Αντίστοιχα αν 21 ρρ   τότε είναι 21   κι επομένως 0R12  , δηλαδή η διαφορά φάσης 

θα ισούται με π. 

 

Το μεταδιδόμενο κύμα είναι:          )cos(),( xktωATtxy 12t
  

Αλλά επειδή είναι 0R1T 1212  , προκύπτει ότι η διαφορά φάσης πρσπίπτοντος – 

μεταδιδόμενου κύματος είναι πάντα μηδέν. 

 
 

γ) Η μέση ισχύς ενός κύματος που διαδίδεται σε ομογενή χορδή είναι: 
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Άρα η μέση ισχύς του προσπίπτοντος, του ανακλώμενου και του μεταδιδόμενου κύματος 

θα είναι αντίστοιχα: 
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ΘΕΜΑ    3 

 

Δύο χορδές από το ίδιο υλικό έχουν κυκλικές διατομές με ακτίνες 1r  και 2r , είναι 

ενωμένες στο σημείο Α και είναι τεντωμένες με κοινή τάση Τ. Ένα αρμονικό εγκάρσιο 

κύμα με πλάτος Α και κυκλική συχνότητα ω, προσπίπτει από αριστερά στο σημείο Α της 

ασυνέχειας και η μέση τιμή της ισχύος που μεταφέρει είναι <P>. 

α) Ποια είναι τα πλάτη του μεταδιδόμενου και του ανακλώμενου κύματος; 

β) Ποιες είναι οι μέσες τιμές των ισχύων που μεταφέρει καθένα από αυτά τα κύματα; 

γ) Βρείτε το λόγο των διαμέτρων 21 rr /  ώστε το 25% της προσπίπτουσας ισχύος <P> να 

ανακλάται, ενώ το 75% να μεταδίδεται. 

 

Λύση 

 

α) Το προσπίπτον κύμα έχει τη μορφή:    )cos(),( kxtωAtxyi   

 

Άρα το πλάτος του ανακλώμενου κύματος είναι AR12  και του μεταδιδόμενου κύματος 
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β) Όπως υπολογίστηκαν και στο Θέμα 2 η μέση ισχύς κάθε κύματος είναι: 
 

 

 
22

1 Aω
2

1
P  ,  

2
12

22
1r RAω

2

1
P  ,  

2
12

22
2t TAω

2

1
P          (1) 

 
 

γ) Αν ανακλάται το 25% της προσπίπτουσας ισχύος θα πρέπει: 
 

 












4

1
R

4

1

Aω
2

1

RAω
2

1

4

1

P

P 2
12

22
1

2
12

22
11

r
)(

 

 

 

2

1

2

1
R

21

21
12 




                        (2) 

 

Αν 21 ρρ ,  είναι οι γραμμικές πυκνότητες των δύο χορδών και ρ η πυκνότητα του υλικού 

από το οποίο είναι κατασκευασμένες οι χορδές θα ισχύει: 
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2
11 rρπρ     και    2

22 rρπρ   
 

Και επειδή οι χορδές τείνονται με κοινή τάση Τ οι σύνθετες αντιστάσεις τους είναι: 

 

ρπTrrρπTρT 1
2
111   και ρπTrrρπTρT 2

2
222     (3) 

 
 

Άρα η (2) λόγω των (3) δίνει: 
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ΘΕΜΑ 4 

 

Σημειακή μάζα m είναι τοποθετημένη σε χορδή απείρου μήκους και χαρακτηριστικής 

αντίστασης Ζ. Εγκάρσιο κύμα )(),( kxtωiAetxy   ανακλάται και εν μέρει διαδίδεται όταν 

συναντά τη μάζα. Από τις οριακές συνθήκες συνέχειας της χορδής και των δυνάμεων 

επαναφοράς στη θέση της μάζας, υπολογίστε τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης 

συναρτήσει του   2mωθ /tan . 

 

Λύση 

 

x
y(0,t)

φ
1

F
1

F
2

m

x=0

φ
2

m

T,ZT,Z
 

 
 

 

Έστω ότι κάποια χρονική στιγμή t η μάζα m έχει μετατοπιστεί κατά y(0,t) από τη θέση 

ισορροπίας και 21 FF ,  είναι οι δυνάμεις που ασκούν τα δύο τμήματα της χορδής στη μάζα.  

Λόγω ισορροπίας της χορδής στη διεύθυνση x, οι οριζόντιες συνιστώσες των 1F  και 2F  

ισούνται με την τάση Τ που τείνει τα δύο τμήματα της χορδής. Δηλαδή:  
 

 

1111 φTFφFT cos/cos   και 2222 φTFφFT cos/cos          (1) 

 
 

Επίσης κατά τη διεύθυνση y της κίνησης, αμελώντας τη βαρύτητα, ο 2ος νόμος του New-

ton δίνει: 
 

 

)(),(
sinsin

1
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2

2

1122
t

txy
mφFφFαmF 




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
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mφnαTtφnαTt


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
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),(
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όπου 

0x

2

2

t

txy




 ),(
 είναι η επιτάχυνση της μάζας  m. 

 

 

Αλλά επειδή 
0x

1
1

x

txy
φ






),(
tan  και 

0x

2
2

x

txy
φ






),(
tan  είναι οι κλίσεις της χορδής  

 

εκατέρωθεν της μάζας η σχέση (2) γράφεται: 
 

 

                      

0x

2

2

0x

1

0x
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t

txy
m

x

txy
T

x

txy

 














),(),(),(
           (3) 

 
 

Η μετατόπιση ),( txy1  αριστερά της μάζας είναι το άθροισμα του προσπίπτοντος και του 

ανακλώμενου κύματος, δηλαδή: 
 

 

            )()(),( kxtωikxtωi
1 BeAetxy               (4) 

 
 

ενώ η μετατόπιση ),( txy2  δεξιά της μάζας είναι το διαδιδόμενο κύμα, δηλαδή: 

 

           )(),( kxtωi
2 Cetxy               (5) 

 
 

όπου ο κυματάριθμος k είναι ο ίδιος και στα δύο τμήματα της χορδής γιατί έχουν την ίδια 

σύνθετη αντίσταση. 

Επομένως λόγω της οριακής συνθήκης της συνέχειας της μετατόπισης στο σημείο x=0 

ισχύει: 

 

            CBACeBeAet0yt0y tωitωitωi
54

21 
)(),(

),(),(            (6) 

 
 

Ενώ η σχέση (3) λόγω των (4) και (5) δίνει: 
 

 

 tωi2tωitωitωi eωimCBikeAikeTTCike )()(  
 

 

)(

)()(
6

222 ωmCiBACTkωmCiBATikTCik   
 

 

 )()()( BAωimB2TkωiBAmBABATk 22  
 

 

 AωimBωimTk2 22 )(  
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
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


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


       (7) 

 
 

Και η (6) λόγω της (7) δίνει: 
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C

A

B
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C
BAC





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       (8) 

 

Οι σχέσεις (7) και (8) δίνουν τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης. Από τον ορισμό 

της σύνθετης αντίστασης ρT  κι επειδή 
ω

k
ρ

k

ω
ρρυ


  προκύπτει:  
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Άρα οι σχέσεις (7) και (8) λόγω της (9) γίνονται: 
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
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όπου  2ωmθ /tan  

Και:  
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ΘΕΜΑ     5 

 

Χορδή απείρου μήκους που τείνεται υπό τάση Τ, αποτελείται από δύο τμήματα γραμμικής 

πυκνότητας μάζας 1ρ  και 2ρ  που ενώνονται στη θέση x=0. Αν στη θέση αυτή υπάρχει 

επιπλέον σημειακή μάζα m, να υπολογίσετε τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης 

ενός κύματος που κινείται προς τα θετικά του άξονα x. 

 

Λύση 

 

x=0

y
i

y
t

y
r



ρ
2

Τ,

m

ρ
1

Τ,

x

 
 

Ομοίως όπως και στο Θέμα 4 βρίσκεται ότι η εξίσωση της κίνησης της μάζας m δίνεται 

από τη σχέση: 
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txy
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txy
T
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txy
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 
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           (1) 

 
 

Αλλά τώρα είναι : 
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1
11 BeAetxy


    και    

)(
),(

xktωi
2

2Cetxy


              (2) 

 
 

Σημειώνεται ότι το προσπίπτον και το ανακλώμενο κύμα έχουν τον ίδιο κυματάριθμο 1k , 

γιατί διαδίδονται στο ίδιο μέσο, ενώ το διαδιδόμενο κύμα έχει κυματάριθμο 12 kk    γιατί 

διαδίδεται σε διαφορετικό μέσο ( 21 ρρ  ). Επίσης τα τρία αυτά κύματα έχουν την ίδια 

συχνότητα της πηγής που εκπέμπει το προσπίπτον κύμα. 

Επομένως λόγω της οριακής συνθήκης της συνέχειας της μετατόπισης στο σημείο x=0 

ισχύει: 
 

 

             CBACeBeAet0yt0y tωitωitωi
2

21 
)(

),(),(               (3) 

 
 

Ενώ η σχέση (1) λόγω των (2) δίνει: 
 

 

 tωi2tωi
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2 eωimCeBikeAikTeTCik )()(  
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Επίσης η (3) λόγω της (4) δίνει: 
 

 







2
21

2
21

2
21

4

ωimkkT

ωimkkTωimkkT

A

C

A

B
1

A

C
BAC

)(

)()()(

 

 

              
2

21

1

ωimkkT

Tk2

A

C




)(
             (5) 

 
 

Οι σχέσεις (4) και (5) δίνουν τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης. 
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ΘΕΜΑ     6 

 

Χορδή σύνθετης αντίστασης Ζ και μήκους   έχει σταθερά άκρα και τείνεται υπό τάση Τ. 

Αν στη θέση 32x /  είναι τοποθετημένη σημειακή μάζα m, γράψτε τις μετατοπίσεις στα 

δύο μέρη της χορδής, εφαρμόστε τις οριακές συνθήκες και βρείτε τη συνθήκη που 

ικανοποιεί ο κυματάριθμος  k. 

 

Λύση 

 

x=0 x

32x /

m

 
 

Επειδή η χορδή έχει σταθερά άκρα, οι μετατοπίσεις της στις δύο περιοχές 32x0 /  

και   x32 /  θα έχουν τη μορφή στάσιμων κυμάτων: 
 

 

tωi
iii ekxBkxAtxy )cossin(),(   

 
 

Δηλαδή είναι: 

 

             tωi
111 ekxBkxAtxy )cossin(),(     για   32x0 /              (1) 

 

 

             tωi
222 ekxBkxAtxy )cossin(),(     για     x32 /             (2) 

 
 

Εφαρμόζοντας πρώτα τις οριακές συνθήκες στα σταθερά άκρα της χορδής x=0 και  x   

προκύπτουν: 

 

0B0eB00t0y 1
tωi

1

1

1  )(),(
)(

     
                

 

δηλαδή :               tωi
11 kxeAtxy sin),(                                                      (3) 

 

 

 0kBkA0ekBkA0ty 22
tωi

22

2

2  cossin)cossin(),(
)(

 
 

 

                       
2

2
22

A

B
nkαtkBkA   cossin             (4) 

 



ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΑ ΦΥΣΙΚΗΣ | Π.Φ. ΜΟΙΡΑ    6932 946778       
 

 

         ΣΟΛΩΜΟΥ 29 - ΑΘΗΝΑ        6932 946778       

                                 www.pmoiras.weebly.com                                                                                     

 

 

Επίσης οι οριακές συνθήκες στο σημείο ασυνέχειας 32x /  δίνουν: 
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Διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (6) και (5) και λόγω της (4) προκύπτει: 
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

























3

k2
nαt

1

nkαt
3

k2
nαt

3

k2
nαtnkαt1

Tkωm 2









 

 

 
 

Η σχέση αυτή αποτελεί τη συνθήκη που ικανοποιεί ο κυματάριθμος. 
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ΘΕΜΑ    7 

 

Δύο ημιάπειρες χορδές γραμμικών πυκνοτήτων 1ρ  και 2ρ  συνδέονται στο σημείο x=0 και 

τείνονται με τάση Τ. Στο ίδιο σημείο συνδέεται ελατήριο σταθεράς s με το άλλο του 

σημείο στηριγμένο σε ακλόνητο σημείο. Όταν η χορδή ηρεμεί το ελατήριο έχει το φυσικό 

του μήκος. Από τη μία πλευρά της χορδής διαδίδεται το οδεύον κύμα προς το σημείο x=0, 

όπου εν μέρει ανακλάται και εν μέρει διαδίδεται. 

α) Γράψτε τις οριακές συνθήκες που εκφράζουν τη συνέχεια της χορδής και τη δυναμική 

ισορροπία στο σημείο x=0. 

β) Υπολογίστε τους συντελεστές ανάκλασης και μετάδοσης πλάτους του κύματος στο 

σημείο μεταβολής της πυκνότητας. 

 

Λύση 

 

x=0

y
i

y
t

y
r

ρ
1



Τ, ρ
2

Τ,

x

F
1

F
2

A φ
2

φ
1

y(0,t)
F

ελ

s

 
 

α) Το προσπίπτον κύμα είναι 
)(

),(
xktωi

i
1Aetxy


  οπότε στο σημείο της σύνδεσης x=0 

δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα 
)(

),(
xktωi

r
1Betxy


  και το διαδιδόμενο κύμα 

)(
),(

xktωi
t

2Cetxy


  όπου 21 kk  , δηλαδή ο κυματάριθμος είναι διαφορετικός στις δύο 

περιοχές επειδή 21 ρρ  . 

Επομένως η μετατόπιση της χορδής σε κάθε ημιάπειρη χορδή είναι: 
 

 

      
)()(

),(),(),(),(
xktωixktωi

1ri1
11 BeAetxytxytxytxy


          (1) 

 

 

                      
)(

),(),(),(
xktωi

2t2
2Cetxytxytxy


             (2) 

 

 

Έστω η τυχαία θέση της χορδής μια χρονική στιγμή t. Λόγω της οριακής συνθήκης της 

συνέχειας της μετατόπισης της χορδής στο σημείο x=0 ισχύει: 
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         CBACeBeAet0yt0y tωitωitωi
21

21 
)(),(

),(),(            (3) 

 

Στο σημείο ένωσης των δύο χορδών ασκούνται οι εφαπτομενικές δυνάμεις 21 FF ,  από τις 

δύο χορδές αντίστοιχα και η δύναμη του ελατηρίου  ),( t0syFελ  . 

Λόγω ισορροπίας της χορδής στη διεύθυνση x , οι οριζόντιες συνιστώσες των 21 FF ,  είναι 

ίσες με την τάση Τ που τείνει τις χορδές. Δηλαδή: 
 

 

  1111 φTFTφF cos/cos    και  2222 φTFTφF cos/cos       (4)  
 

 

Ενώ κατά τη διεύθυνση y της κίνησης της χορδής, ο 2ος νόμος του Newton δίνει: 
 

 

)(),(
sinsin

4

0x

2

2

ελ1122
t

txy
mFφFφFαmF 











 

 

 

),( t0syφnαTtφnαTt 212 

0x

2

2

A
t

txy
m







),(
 

 

 

Αλλά 0mA   επειδή δεν υπάρχει τοποθετημένη σημειακή μάζα στο σημείο Α και οι 

εφαπτομένες δίνουν την κλίση της χορδής εκατέρωθεν του σημείου Α, οπότε η τελευταία 

σχέση γράφεται: 
 

 

 
)(),(

),(
),(),( 21

2

0x

1

0x

2 0t0sy
x

txy
T

x

txy
T 












 

 

 

 0sCeBeikAeikTCeTik tωitωi
1

tωi
1

tωi
2 )(  

 

 

             sCBkAkCkiT 112  )(             (5) 

 
 

β) Άρα από τις σχέσεις (3) και (5) προκύπτουν οι συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης 

ως: 

 

                  
skkiT

skkiT

A

B

21

21






)(

)(
     και     

skkiT

iTk2

A

C

21

1




)(
          (6) 

 
 

Κι επειδή υ=ω/k και ρυ /  προκύπτει ότι Tρωk /  δηλαδή Tρωk 11 /  και  

Tρωk 22 / , οπότε οι σχέσεις (6) τελικά γίνονται: 
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sρρωTi

sρρωTi

A

B

21

21






)(

)(
    και     

sρρωTi

ωρTi2

A

C

21

1




)(
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ΘΕΜΑ    8 

 

Μία χορδή ημιάπειρου μήκους τείνεται υπό τάση Τ  και έχει το άκρο της x=0 σταθερό. Το 

τμήμα της χορδής 0<x<α έχει γραμμική πυκνότητα  1ρ , ενώ το τμήμα  xα  έχει 

γραμμική πυκνότητα 2ρ . Ένα εγκάρσιο κύμα 
)(

),(
xktωi

i
2Aetxy


  προσπίπτει στο σημείο 

ασυνέχειας x=α από τα δεξιά της χορδής. Να προσδιοριστεί η εξίσωση κίνησης της χορδής 

σε κάθε τμήμα. 

 

Λύση 

 



x=0

x=α

y
t

ρ
1

Τ, ρ
2

Τ,

y
i2r

y

1r
y

 
 

Όταν το κύμα ),( txyi  προσπίπτει στο σημείο x=α δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα 

)(
),(

xktωi
r

2

1
Betxy


  που διαδίδεται προς τα δεξιά της χορδής και το διαδιδόμενο κύμα 

)(
),(

xktωi
t

1Cetxy


  που διαδίδεται προς τα αριστερά. 

Επίσης το διαδιδόμενο κύμα ),( txy t  καθώς προσπίπτει στο σταθερό άκρο x=0 ανακλάται 

και δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα 
)(

),(
xktωi

r
1

2
Detxy


 , που διαδίδεται προς τα δεξιά. 

Επομένως σε κάθε τμήμα της χορδής θα υπάρχουν δύο κύματα, ένα διαδιδόμενο προς τα 

αριστερά και ένα προς τα δεξιά. 

Άρα η μετατόπιση της χορδής στο τμήμα  xα  είναι: 
 

 

                
)()(

),(),(),(
xktωixktωi

ri2
22

1
BeAetxytxytxy


            (1) 

 

 

Ενώ η μετατόπιση της χορδής στο τμήμα 0<x<α είναι: 
 

 

                
)()(

),(),(),(
xktωixktωi

rt1
11

2
DeCetxytxytxy


            (2) 

 
 

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες του προβλήματος προκύπτουν: 
 

 

Στο σταθερό άκρο x=0 :          0DC0t0y
2

1 
)(

),(             (3) 

 
 

Στο σημείο x=α   λόγω συνέχειας της μετατόπισης της χορδής: 
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αikαikαikαik

21

21
2212 BeAeDeCetαytαy




)(),(

),(),(            (4) 

 
 

Στο σημείο x=α λόγω δυναμικής ισορροπίας: 
 

 











 αx

2

αx

1

x

txy
T

x

txy
T

),(),(
 

 

 


 αik

2
αik

2
αik

1
αik

1
2211 BeikAeikDeikCeik  

 

 

                         )()(
αikαik

2
αikαik

1
2211 BeAekDeCek


            (5) 

 
 

Από τις σχέσεις (3), (4), (5) υπολογίζονται τα πλάτη B, C, D συναρτήσει του Α: 
 

 

  αk2i

12

12 2e
1αnkαtik

1αnkαtik
AB




       

            

 

    και           













112

112αik

1 kαnkαtik

kαnkαtik
e

αki2

A
DC 2

sin
         

    
 
 

Άρα η εξίσωση κίνησης της χορδής δίνεται από τις (1), (2) όπου τα πλάτη δίνονται από τις 

σχέσεις (6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (6) 
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ΘΕΜΑ    9 

 

Μία χορδή απείρου μήκους τείνεται με τάση Τ και έχει γραμμική πυκνότητα ρ εκτός από 

το τμήμα 0<x<d που είναι ρ . Ένα αρμονικό κύμα )(),( kxtωi
i Aetxy   προσπίπτει από τα 

αριστερά στο σημείο x=0. Να υπολογιστεί ο συντελεστής διάδοσης του κύματος. 

 

Λύση 

 

x=0

xρ,Τ
y

i 1t
y

1r
y



2r
y

2t
y

ρ΄,Τ

x=d

ρ,Τ

 
 

Όταν το κύμα ),( txyi  προσπίπτει στο σημείο x=0 δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα 

)(),( kxtωi
r Betxy
1

  που διαδίδεται προς τα αριστερά και το διαδιδόμενο κύμα 

)(),( xktωi
t Cetxy
1

  (με kk   λόγω αλλαγής της πυκνότητας) που διαδίδεται προς τα 

δεξιά. 

Στη συνέχεια όταν το κύμα ),( txy
1t

 προσπίπτει στο άλλο σημείο ασυνέχειας x=d 

δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα )(),( xktωi
r Detxy
2

  που διαδίδεται προς τα αριστερά 

και το διαδιδόμενο κύμα )(),( kxtωi
t Eetxy
2

  που διαδίδεται προς τα δεξιά. 

Άρα το συνιστάμενο κύμα στο τμήμα 0x   είναι: 
 

 

                 )()(),(),(),( kxtωikxtωi
ri1 BeAetxytxytxy
1

                   (1) 

 
 

ενώ στο τμήμα 0<x<d είναι: 
 

 

               )()(),(),(),( xktωixktωi
rt2 DeCetxytxytxy
21

                  (2) 

 
 

και στο τμήμα  xd  είναι: 
 

 

                                )(),(),( kxtωi
t3 Eetxytxy
2

                                     (3) 

 

 

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες συνέχειας στα σημεία x=0 και x=d προκύπτουν: 
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 tωitωitωitωi
21

21 DeCeBeAet0yt0y
)(),(

),(),(  

 
 

                              ADCBDCBA                                (4) 

 
 

  )()()(
)(),(

),(),( kdtωidktωidktωi
32

32 EeDeCetdytdy  

 
 

                                                                       
ikddkidki EeDeCe                                         (5) 

 
 

Επίσης στα σημεία x=0 και x=d επειδή δεν υπάρχουν σημειακές μάζες, αλλά απλή 

ασυνέχεια της γραμμικής πυκνότητας η οριακή συνθήκη της δυναμικής ισορροπίας δίνει: 
 

 





















 0x

2

0x

1

0x

1

0x

2

x

y

x

y
0

x

y
T

x

y
T  

 

 

 tωitωitωitωi DekiCekiikBeikAe  
 

 

                  )()( CDkABkDkCkkBkA            (6) 

 
 

Και: 

 





















 dx

3

dx

2

dx

2

dx

3

x

y

x

y
0

x

y
T

x

y
T  

 
 

 

  )()()( kdtωidktωidktωi ikEeDekiCeki  
 

 

  ikddkidki kEeDekCek  
 

 

                                   dkiikddk2i ekEeCDek


 )(             (7) 

 
 

Από τις σχέσεις (5) και (7) υπολογίζονται τα πλάτη C, D συναρτήσει του Ε ως: 

 
 

 

               
dkkie

k2

kk
EC )( 




     και     

dkkie
k2

kk
ED )( 




            (8) 
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Αντικαθιστώντας την (4) στην (6) και λόγω των (8) τελικά προκύπτει: 
 

 

)(

)()()()(
8

Ak2kkDkkCCDkA2DCk   

 
 

 












 Ak2e
k2
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kk
E dkki

2
dkki

2
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dkki2dkki2 ekkekk

kk4
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 


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ΘΕΜΑ    10 

 

Χορδή απείρου μήκους τείνεται υπό τάση Τ και αποτελείται από τρία τμήματα με 

διαφορετικές γραμμικές πυκνότητες, δηλαδή είναι 1ρ  για 0x  , 2ρ  για  x0  

και 3ρ  για  x . Ένα αρμονικό κύμα διαδίδεται από τα αριστερά και προσπίπτει 

στο σημείο ασυνέχειας x=0. Να προσδιοριστούν τα 2ρ ,   ώστε να αποφευχθεί η 

ανάκλαση στο σημείο x=0. 

 

Λύση 

 

x=0

x
y

i 1t
y



ry

2t
y

x

ρ
1 ,Τ

ρ
2 ,Τ ρ

3 ,Τ

 
 

Έστω ότι το προσπίπτον κύμα που διαδίδεται από τα αριστερά και φτάνει στο σημείο x=0 

είναι 
)(

),(
xktωi

i
1Aetxy


 . Επειδή δεν υπάρχει ανάκλαση στο x=0 το κύμα αυτό δεν 

ανακλάται στο x=0, αλλά διαδίδεται στο τμήμα  x0  της χορδής και προκύπτει το 

διαδιδόμενο κύμα 
)(

),(
xktωi

t
2

1
Betxy


 . 

Στη συνέχεια το κύμα ),( txy
1t

 προσπίπτει στο άλλο σημείο ασυνέχειας x  και 

δημιουργείται το ανακλώμενο κύμα 
)(

),(
xktωi

r
2Cetxy


  και το μεταδιδόμενο κύμα 

)(
),(

xktωi
t

3

2
Detxy


 . 

Άρα τα συνιστάμενα κύματα στα τρία μέρη της χορδής είναι: 
 

 

Για 0x  :       
)(

),(),(
xktωi

i1
1Aetxytxy


              (1) 

 

 

Για  x0 :   
)()(

),(),(),(
xktωixktωi

rt2
22

1
CeBetxytxytxy


      (2) 

 

 

Για  x :         
)(

),(),(
xktωi

t3
3

2
Detxytxy


             (3) 

 

 

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες στα σημεία x=0 και x  προκύπτουν: 

 

        CBAt0yt0y
21

21 
)(),(

),(),(             (4) 

 
 

 

                    
 322 ikikik

32

32 DeCeBetyty



)(),(

),(),(            (5) 
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  )(
)(),(

BCkAkCikBikAik
x

y

x

y
21221

21

0x

2

0x

1 











      (6) 

 

 









 







322 ik
3

ik
2

ik
2

32

x

3

x

2 DeikCeikBeik
x

y

x

y )(),(

 

 

 

                               322 ik
3

ikik
2 DekBeCek


 )(             (7) 

 
 

Αντικαθιστώντας στην (6) την (4) προκύπτει: 
 

 

   
21

12
211221

kk

kk

B

C
CkkBkkBCkCBk




 )()()()(   (8) 

 
 

Ενώ διαιρώντας κατά μέλη τις (7) και (5) προκύπτει: 
 

 
























3

3

22

22

ik

ik
3

ikik

ikik
2

De

Dek

CeBe

BeCek )(
 

 

 


  2222 ik

3
ik

3
ik

2
ik

2 CekBekBekCek  
 

 















22

22

2222

ik
3

ik
2

ik
3

ik
2ik

3
ik

2
ik

3
ik

2
ekek

ekek

B

C
ekekBekekC )()(  

 

 

                                       2ik2

32

32 e
kk

kk

B

C 




                          (9) 

 
 

Εξισώνοντας τις σχέσεις (8) και (9) προκύπτει: 
 

 

              
32

32ik2

21

12ik2

32

32

21

12

kk

kk
e

kk

kk
e

kk

kk

kk

kk
22


















            (10) 

 
 

Αλλά 
22

ik2
k2ik2e 2 sincos   κι επειδή το δεύτερο μέλος της (10) είναι πραγματικό 

άρα θα πρέπει να είναι και το πρώτο πραγματικό, οπότε η (10) γίνεται: 
 

 

                                     
32

32
2

21

12

kk

kk
k2

kk

kk









cos            (11) 
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Ένας τρόπος για να ικανοποιείται η εξίσωση (11) είναι να ισχύει: 
 

 





2

π

λ

π2

2

π
kπk2

2

22  

 

 

 


ω2

πυ

υω2

π

k2

π

4

kπ2

4

λ 2

22

22

/

/
  

 

 

                                                  
2ρω2

π 
             (12) 

 
 

και τότε η σχέση (11) δίνει: 
 

 































32

32

21

21

32

32

21

12

32

32

21

12

kk

kk

kk

kk

kk

kk
1

kk

kk

kk

kk
π

kk

kk
)(cos  

 
 

 

 32
2
231213231

2
221 kkkkkkkkkkkkkk  

 
 

 

 31
2
231

2
2 kkkkk2k2  

 
 

 

   312

312

31
2
2

31
2
2

2

ρρρ
ρ

T

ρ

T

ρ

T
υυυ

υ

ω

υ

ω

υ

ω
          (13) 
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ΘΕΜΑ    11 

 

Δύο χορδές με γραμμικές πυκνότητες 1ρ  και 12 ρρ   συνδέονται στο x=0 με σημειακό 

συνδετήρα μάζας m και τεντώνεται ως μια χορδή με κοινή τάση Τ. Στην αριστερή χορδή 

( 1ρ ) διεγείρεται ένα δεξιά οδεύον αρμονικό κύμα συχνότητας ω το οποίο στο σημείο 

σύνδεσης εν μέρει ανακλάται και εν μέρει διαδίδεται στη δεύτερη χορδή ( 2ρ ). Αν τα 

κύματα στις δύο συνδεδεμένες χορδές είναι: 
)()(

),(
xktωi

2
xktωi

11
11 eAeAtxy


 ,  x<0 

)(
),(

xktωi
2

2Betxy


 ,    x>0 

απαντήστε στα ακόλουθα ερωτήματα: 

α) Ποια είναι η σημασία του λόγου 12 AA /  και 1AB / ; 

β) Γιατί στα ορίσματα των εκθετικών όρων η συχνότητα είναι κοινή ενώ ο κυματάριθμος 

διαφορετικός; 

γ) Γράψτε την εξίσωση συνέχειας της χορδής στο x=0 για κάθε χρονική στιγμή. 

δ) Γράψτε την εξίσωση κίνησης του σημειακού συνδετήρα m. 

ε) Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα των (γ) και (δ) υπολογίστε τους συντελεστές 

ανάκλασης και διάδοσης πλάτους 12R  και 12T  αντίστοιχα, στο σημείο x=0. 

στ) Προσδιορίστε τις τιμές που λαμβάνουν οι συντελεστές 12R  και 12T  στις περιπτώσεις: 

i) 21 ρρ    και 0m        ii) 21 ρρ    και 0m   

 

Λύση 

 

α) Ο λόγος 12 AA /  εκφράζει το λόγο του πλάτους του ανακλώμενου κύματος προς το 

πλάτος του προσπίπτοντος κύματος και λέγεται συντελεστής ανάκλασης πλάτους R. Ενώ ο 

λόγος 1AB /  εκφράζει το λόγο του πλάτους του διαδιδόμενου κύματος προς το πλάτος του 

προσπίπτοντος κύματος και λέγεται συντελεστής διάδοσης πλάτους Τ. 
 

 
 

β) Η συχνότητα στα ορίσματα των εκθετικών όρων και των δύο κυμάτων είναι η ίδια γιατί 

η συχνότητα εξαρτάται μόνο από την πηγή που εκπέμπει το προσπίπτον κύμα  
)( xktωi

1
1eA


και επομένως και το ανακλώμενο και το διαδιδόμενο κύμα έχουν την ίδια 

συχνότητα. 

Αντίθετα το προσπίπτον και το ανακλώμενο κύμα έχουν το ίδιο κυματάριθμο 1k  γιατί 

διαδίδονται στο ίδιο μέσο, ενώ το διαδιδόμενο κύμα έχει κυματάριθμο 12 kk   γιατί 

διαδίδεται σε διαφορετικό μέσο ( 21 ρρ   κι επομένως 21  ). 
 

 

γ) Η εξίσωση συνέχειας της χορδής στο σημείο x=0 δίνει: 
 

 

 tωitωi
2

tωi
121 BeeAeAt0yt0y ),(),(  

 

           1221 ABABAA                     (1) 
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δ) Η εξίσωση κίνησης του σημειακού συνδετήρα m, όπως έχει αποδειχθεί στο Θέμα 4 

είναι: 

 
















 0x

2

2

0x

1

0x

2

t

y
m

x

y
T

x

y
T  

 
 

 

 tωi2tωi
12

tωi
11

tωi
2 eωimBeikAeikATeTBik )()(  

 

 

                              BωimAATkTBk 2
2112  )(             (2) 

 
 

ε) Αντικαθιστώντας την (1) στην  (2) προκύπτει: 
 

 

 BωimATk2kkTBBωimABATkTBk 2
1121

2
1112 )()(  

 
 

     
2

21

1

1

2
2111

ωimkkT

Tk2

A

B
BωimkkTATk2




)(
])([         (3) 

 
 

Και η (1) λόγω της (3) δίνει: 
 

 

          
2

21

2
21

1

2
3

11

2
12

ωimkkT

ωimkkT

A

A
1

A

B

A

A
ABA






)(

)()(

              (4) 

 
 

Αλλά επειδή ρTυ /  και  υ=ω/k  είναι:    TρωkρTkω ///   

 
 

Δηλαδή:      Tρωk 11 /    και    Tρωk 22 /              (5) 
 

 

Οπότε οι (3) και (4) λόγω των (5) δίνουν τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης ως: 

 








2

21

2
21

1

2
12

ωimρρ
T

Tω

ωimρρ
T

Tω

A

A
R

)(

)(

 

 

 

         
2

21

2
21

12
ωimρρT

ωimρρT
R






)(

)(
            (6) 
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2
21

1
12

2
21

1

1

12
ωimρρT

ρT2
T

ωimρρ
T

Tω

TρωT2

A

B
T







)()(

/
  (7) 

 
 

στ)  i)  Αν ρρρ 21   και 0m   οι (6), (7) γίνονται: 

 
 

 

2

2

12
ωimρT2

ωim
R




       και     

imωρ2

ρT2
T12


  

 
 

 

ii)  Αν  21 ρρ    και  m=0 οι (6), (7) γίνονται : 

 
 

21

21
12

ρρ

ρρ
R




       και       

21

1
12

ρρ

ρ2
T


  
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ΘΕΜΑ   12 

 

Ιδανική ελαστική χορδή με γραμμική πυκνότητα ρ εκτείνεται από x=0 έως x   με 

τάση Τ. Το άκρο της χορδής που βρίσκεται στο x=0 είναι συνδεδεμένο σε μια έλξη από 

την οποία υφίσταται εγκάρσια δύναμη yy υbF  , όπου b μια θετική σταθερά και yυ  η 

εγκάρσια ταχύτητα της χορδής στο x=0. Στη χορδή διαδίδεται, από το x   προς το 

x=0, ένα αριστερά οδεύον αρμονικό κύμα )cos( kxtωAy1  . 

α) Δείξτε ότι η οριακή συνθήκη που πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση απομάκρυνσης της 

χορδής από την κατάσταση ισορροπίας y=y(x,t) στο σημείο x=0 είναι: 

 

0x0x t

y
b

x

y
T

 







 

 

β) Αν το ανακλώμενο κύμα στο x=0 έχει τη μορφή )cos( kxtωBy2  , να υπολογιστεί ο 

συντελεστής ανάκλασης Β/Α. 

γ) Υπολογίστε ένα κατάλληλο b, συναρτήσει των Τ και ρ, ώστε να μην υπάρχει καθόλου 

ανακλώμενο κύμα. Δίνεται:      22 kωρTυ )/(/  . 

 

Λύση 

 

y

x

Τ΄

x=0
x



θ

yy υbF 
 

 

α) Επειδή δεν υπάρχει σημειακή μάζα (m=0) στο άκρο της χορδής το οποίο είναι 

συνδεδεμένο με την έλξη, ο 2ος νόμος του Newton στην κατακόρυφη διεύθυνση της 

κίνησης της χορδής δίνει: 

 

    yyyyyy

0m

yy υbθTυbT0FT0FαmF 


sin     (1) 

 
 

Αλλά η xT  ισούται με την τάση Τ που τείνει τη χορδή οπότε: 
 

 

                θTTTθTTTx cos/cos              (2) 

 
 

Επομένως η (1) λόγω της (2) γράφεται: 
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                                   yy υbθnαTtυb
θ

θ
T 

cos

sin
             (3) 

 
 

όπου 
0xx

y
θnαt




  είναι η κλίση της χορδής στο σημείο x=0 

 

και 
0x

y
t

y
υ




  είναι η εγκάρσια ταχύτητα της χορδής στο x=0. 

 
 

Άρα η (3) παίρνει τη μορφή:         
0x0x t

y
b

x

y
T

 







            (4) 

 

και αποτελεί την οριακή συνθήκη της απομάκρυνσης της χορδής στο σημείο x=0. 

 
 

β) Η απομάκρυνση της χορδής y(x,t) σε κάθε σημείο είναι η επαλληλία του προσπίπτοντος 

),( txy1  και του ανακλώμενου ),( txy2  κύματος. Δηλαδή: 
 

 

 ),(),(),( txytxytxy 21  
 

 

  )cos()cos(),( kxtωBkxtωAtxy             (5) 

 
 

Επομένως η οριακή συνθήκη (4) στο άκρο της χορδής x=0 λόγω της (5) δίνει: 

 

 0xkxtωBkkxtωkAT )]sin()sin([  
 

 

 0xkxtωBωkxtωAωb )]sin()sin([  
 

 

t

tωBωtωAωbtωBktωkAT


 )sinsin()sinsin(  
 

 

 BωbTkBAωbTkABAωbBATk )()(  

 
 

 

   
ωbTk

ωbTk

A

B

Tkωb

Tkωb

A

B
TkωbBTkωbA









 )()(       (6) 
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γ) Ο συντελεστής ανάκλασης μπορεί να πάρει τη μορφή: 
 

 

      
υbT

υbT
R

kωbTk

kωbTk

A

B
R




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            (7) 

 

όπου υ=ω/k η φασική ταχύτητα του κύματος. 

 

Για να μην υπάρχει καθόλου ανακλώμενο κύμα πρέπει: 
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Δηλαδή για να μην παρατηρείται ανάκλαση στο x=0 θα πρέπει η σταθερά b να είναι ίση με 

τη χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση της χορδής ρT . 
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ΘΕΜΑ    13  

 

Ένας παλμός με εύρος συχνοτήτων Δω κινείται προς τα δεξιά πάνω σε μια ιδανικά 

ελαστική χορδή 1 που έχει γραμμική πυκνότητα 1ρ . Η χορδή στο σημείο x=0 είναι 

συνδεδεμένη με μια άλλη ιδανική χορδή 2 που έχει γραμμική πυκνότητα 12 ρ4ρ   και 

ολόκληρο το σύστημα τείνεται με σταθερή τάση Τ. 

α) Δείξτε με ποιοτικά επιχειρήματα ότι ο παλμός κατά την κίνησή του στη χορδή 1 δεν 

αλλάζει σχήμα. Υπολογίστε το χωρικό εύρος Δx του παλμού και την ταχύτητά του. 

β) Υπολογίστε την ταχύτητα και το μέγιστο ύψος του ανακλώμενου και του διαδιδόμενου 

παλμού σε σχέση με τα αντίστοιχα μεγέθη του αρχικού παλμού. Τι μορφή θα έχει ο 

ανακλώμενος και ο διαδιδόμενος παλμός; 

γ) Δείξτε ότι το χωρικό εύρος του ανακλώμενου παλμού είναι ίσο, ενώ το διαδιδόμενο 

είναι το μισό του εύρους του εισερχόμενου παλμού. 

 

Λύση 

 

 

α) Ένας παλμός δημιουργείται από την υπέρθεση απλών αρμονικών κυμάτων με 

διαφορετικά πλάτη και συχνότητες που βρίσκονται συνεχώς κατανεμημένες σε μια 

περιοχή συχνοτήτων Δω. 

Όταν ο παλμός διαδίδεται στη χορδή 1, όλες οι αρμονικές συνιστώσες του διαδίδονται με 

την ίδια ταχύτητα, επειδή η φασική ταχύτητα στην ομογενή ιδανική χορδή είναι 

11 ρTυ /  δηλαδή ανεξάρτητη του κυματάριθμου k, άρα και της συχνότητας ω (αφού 

υ=ω/k). Επομένως το σχήμα του παλμού δεν αλλάζει καθώς κινείται στη χορδή 1. 

 

 

Η ταχύτητα διάδοσης του παλμού είναι:           11 ρTυ /            (1) 

 

 

Σύμφωνα με το θεώρημα εύρους ζώνης αν Δt είναι η χρονική διάρκεια του παλμού και Δω 

το εύρος συχνοτήτων του τότε ισχύει: 
 

 

                                    
ω
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tπ2tω


              (2) 

 
 

Ενώ αν Δx είναι το χωρικό εύρος του παλμού τότε η ταχύτητά του είναι: 
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β) Ο συντελεστής ανάκλασης 12R  και ο συντελεστής διάδοσης 12T  δίνονται από τις 

σχέσεις: 

 






















11

11

21

21

21

21

21

21
12

ρ4ρ

ρ4ρ

ρρ

ρρ

ρTρT

ρTρT
R  

 

 

      
3

1
R

ρ3

ρ
12

1

1



                         (4) 

 

 
















1

1

11

1

21

1

21

1

21

1
12

ρ3

ρ2

ρ4ρ

ρ2

ρρ

ρ2

ρTρT

ρT22
T  

 

 

                
3
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Επομένως αν h είναι το ύψος του αρχικού προσπίπτοντος παλμού και tr hh ,  είναι το ύψος 

του ανακλώμενου και του διαδιδόμενου παλμού αντίστοιχα προκύπτει: 
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            (7) 

 

 

Το αρνητικό πρόσημο στην (6) σημαίνει ότι ο ανακλώμενος παλμός είναι ανεστραμμένος. 

Η ταχύτητα του ανακλώμενου παλμού είναι ίδια με την ταχύτητα του προσπίπτοντος 

11 ρTυ / , επειδή κινείται στη χορδή 1, ενώ η ταχύτητα του διαδιδόμενου παλμού είναι 

22 ρTυ /  επειδή κινείται στη χορδή 2. 

 

 

γ) Επειδή η ταχύτητα διάδοσης του παλμού στη χορδή 1 είναι 11 ρTυ / , ένα σημείο Α 

της χορδής αυτής κινείται κατά την πρόσπτωση του παλμού στου x=0 επί χρόνο: 
 

 

             
T

ρ
xt

υ

x
t 1

1
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

              (8) 

 

Τόσο χρόνο θα κινηθεί και το σημείο Α, όσο και τα σημεία αριστερά του Α λόγω του 

ανακλώμενου παλμού, όσο και τα σημεία δεξιά του Α λόγω του διαδιδόμενου. Έτσι αν 
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rx  είναι το χωρικό εύρος του ανακλώμενου παλμού και tx  το χωρικό εύρος του 

διαδιδόμενου θα ισχύει: 
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Άρα ο ανακλώμενος παλμός έχει χωρικό εύρος (μήκος) όσο και ο προσπίπτων xx r  , 

ύψος h/3 και είναι ανεστραμμένος. Ενώ ο διαδιδόμενος παλμός έχει μήκος το μισό του 

προσπίπτοντος x/2x t   και ύψος 2h/3. 

Το στιγμιότυπο μετά την πλήρη ανάκλαση του παλμού φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. 
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ΘΕΜΑ    14 

 

Δύο ημιάπειρες ιδανικές χορδές, με γραμμικές πυκνότητες 1ρ  και 12 ρ4ρ  , συνδέονται 

στο σημείο x=0 και τείνονται με τάση Τ. Στην αριστερή ημιχορδή διαδίδεται προς τα δεξιά 

ένας τετραγωνικός παλμός ύψους 0yο   και πλάτους ox , του οποίου το δεξιό μέτωπο 

(έναρξη) φτάνει στο σημείο x=0 τη χρονική στιγμή t=0. Κατά τη χρονική στιγμή 

1oo ρT5x4t //  δώστε τις τιμές ύψους και πλάτους του προσπίπτοντος στην 

ασυνέχεια, του ανακλώμενου και του διερχόμενου παλμού ως συναρτήσεις των oy  και 

ox . Σχεδιάστε την αντίστοιχη εικόνα διαταραχής των δύο χορδών για  ott  . 

 

Λύση 

 

Τη χρονική στιγμή t=0 το σχήμα του προσπίπτοντος παλμού είναι: 
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Τα ύψη του ανακλώμενου και του διερχόμενου παλμού προσδιορίζονται, όπως έγινε και 

στο Θέμα  13, από τους συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης και είναι πάλι: 
 

 

         3yy or /     και     3y2y ot /             (1) 

 
 

Αλλά τώρα κατά τη χρονική στιγμή 1oo υ5x4t /  το πλάτος του ανακλώμενου και του 

διερχόμενου παλμού είναι: 
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Άρα κατά τη χρονική στιγμή ot  ο προσπίπτων παλμός έχει ανακλαστεί μερικώς και δεξιά 

του σημείου x=0 υπάρχει ο διαδιδόμενος παλμός πλάτους 5x2 o /  και ύψους 3y2 o / , ενώ 

αριστερά του σημείου x=0 υπάρχει ανακλώμενος παλμός πλάτους  5x4 o /  και ύψους 

3yo /  ανεστραμμένος και ταυτόχρονα προσπίπτον παλμός πλάτους 5xo /  και ύψους 

oy . Δηλαδή συνολικά αριστερά του x=0 υπάρχει παλμός (που προκύπτει με πρόσθεση του 

προσπίπτοντος και του ανακλώμενου) πλάτους 5x4 o /  και ύψους 3y2 o /  για πλάτος 

5xo /  και  -yo/3 για πλάτος 5x3 o / . 
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Συνεπώς η συνολική εικόνα διαταραχής είναι: 
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ΘΕΜΑ    15 

 

Ένας τετραγωνικός παλμός πλάτους L και 

ύψους h διαδίδεται σε χορδή με ταχύτητα 

υ προς τα δεξιά. Η χορδή παρουσιάζει 

σύνθετη αντίσταση Ζ και το δεξιό άκρο 

της είναι ακλόνητο. Να σχεδιαστεί το 

στιγμιότυπο όταν: 

α) Έχει ανακλαστεί μήκος L/4 του 

παλμού. 

β) Έχει ανακλαστεί μήκος L/2 του παλμού. 

γ) Έχει ανακλαστεί πλήρως ο παλμός. 

δ) Να επαναληφθεί το ερώτημα (α) όταν το δεξιό άκρο της χορδής είναι ελεύθερο. 

 

Λύση 

 

Επειδή το ακλόνητο άκρο ισοδυναμεί με χορδή άπειρης σύνθετης αντίστασης ( 2 ) 

και η χορδή έχει αντίσταση 1  οι συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης είναι: 
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επειδή για 1  και 2  είναι :        021  /  

 

Δηλαδή ο ανακλώμενος παλμός προκύπτει με αναστροφή του προσπίπτοντος, ενώ 

διαδιδόμενος παλμός δεν υπάρχει. 
 
 
 

α) Το ύψος του ανακλώμενου παλμού είναι:  
 

 

hh1
h

h

h

h
R r

rr
12   

 

 

Τη χρονική στιγμή που έχει ανακλαστεί μήκος L/4 του προσπίπτοντος παλμού υπάρχει ο 

ανακλώμενος και ο προσπίπτων παλμός που φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα: 

 

L

h υ
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Προσθέτοντας τους δύο αυτούς παλμούς προκύπτει το στιγμιότυπο όταν έχει ανακλαστεί 

μήκος L/4 και φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα: 

 

L/2

h

 
 

β) Τη μεταγενέστερη χρονική στιγμή που έχει ανακλαστεί μήκος L/2 του προσπίπτοντος 

παλμού υπάρχει ο ανακλώμενος και ο προσπίπτον παλμός του σχήματος. 
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Προσθέτοντας τους δύο αυτούς παλμούς προκύπτει το στιγμιότυπο όπου έχει ανακλαστεί 

μήκος L/2 του αρχικού παλμού και φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. 

 

 

 
 

 

γ) Όταν έχει ανακλαστεί πλήρως ο παλμός προφανώς προκύπτει το ακόλουθο στιγμιότυπο. 

 

hυ
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δ) Όταν το δεξιό άκρο της χορδής είναι ελεύθερο, αυτό προσομοιάζει σαν η χορδή να έχει 

συνδεθεί στο σημείο αυτό με άλλη χορδή μηδενικής αντίστασης, δηλαδή είναι  1 και 

02  . Οπότε οι συντελεστές ανάκλασης και διάδοσης τώρα είναι: 
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Δηλαδή ο ανακλώμενος παλμός έχει τα ίδια χαρακτηριστικά με τον προσπίπτοντα και δεν 

είναι ανεστραμμένος. 

Άρα όταν έχει ανακλαστεί μήκος L/4 υπάρχει ο ανακλώμενος και ο προσπίπτων παλμός 

του ακόλουθου σχήματος: 
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Πρόσθεση των δύο παραπάνω παλμών δίνει το στιγμιότυπο της χορδής όταν έχει 

ανακλαστεί μήκος L/4. 
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Παρατηρείται ότι σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή, δηλαδή όσο μήκος και να έχει 

ανακλαστεί η επαλληλία του προσπίπτοντος και του ανακλώμενου παλμού δίνουν πάντα 

το στιγμιότυπο του παραπάνω σχήματος. 

 

 

 

 

 

 

 


