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ΘΕΜΑ   1 
 
Σώμα εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση με επιβράδυνση 

υkα  , όπου k θετική σταθερά και υ το μέτρο της ταχύτητας.  
Αν για t = 0  είναι υ = υο και x = 0 ,να υπολογιστούν: 
α) η ταχύτητα υ ως συνάρτηση του χρόνου. 
β) η ταχύτητα υ ως συνάρτηση του διαστήματος x που διανύει το σώμα  
γ) το διάστημα x που διανύει το σώμα ως συνάρτηση του χρόνου  
δ) ο ολικός χρόνος tολ  που απαιτείται για να σταματήσει το σώμα και το 
ολικό διάστημα xολ που θα έχει διανύσει. 
 
(Τμήμα Μηχανολόγων Μηχανικών, Τμήμα Πολιτικών Μηχανικών, Κατατακτήριες εξετάσεις 
από Α.Ε.Ι. για το 3ο εξάμηνο Πολιτικών Μηχανικών  Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση 
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δ)   Ο ολικός χρόνος t  και το ολικό διάστημα x  μέχρι να σταματήσει το 

σώμα υπολογίζονται εύκολα με μηδενισμό των συναρτήσεων της ταχύτητας 
)t(υ  και )x(υ : 
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ΘΕΜΑ  2 
 
Η επιτάχυνση ενός κινητού είναι α = 32 – 4υ. Αν για 0t    είναι 

sec/m4υο   και 0x   να υπολογιστούν : 

α) η ταχύτητα υ συναρτήσει του χρόνου 
β) το διάστημα x συναρτήσει του χρόνου  
γ) το διάστημα x συναρτήσει της ταχύτητας. 
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και από Α.Τ.Ε.Ι. για 
Τοπογράφων Μηχανικών). 
 
Λύση 
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ΘΕΜΑ  3 
 
Σώμα κινείται σε οριζόντια ευθεία με επιτάχυνση που δίνεται από τη σχέση 

23 sec/mx6α  . Αν για sec2t   ισχύει sec/m27υο   και m27x ο  , 

να υπολογιστούν η ταχύτητα, η επιτάχυνση του σώματος και το διάστημα 
που διήνυσε συναρτήσει του χρόνου. 
 
(Τμήμα Πολιτικών Μηχανικών Ε.Μ.Π.)  
 
Λύση 
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Κι επομένως: 
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ΘΕΜΑ   4 
 
 
Σωματίδιο κινείται ευθύγραμμα και υφίσταται επιβράδυνση α=-kυn, όπου υ 
η ταχύτητά του. Δείξτε ότι αν  n<1 το σωματίδιο θα ηρεμήσει σε απόσταση 

n)-k(2

υ
x

n2
ο


  από το σημείο εκκίνησης σε χρόνο 
n)-k(1

υ
t

n1
ο


 , όπου υο η αρ-

χική του ταχύτητα. 
 
(Τμήμα Hλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π., Τμήμα Φυσικής Ε.Κ.Π.Α.) 
 
Λύση 
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Επίσης: 










 kt
n1

υ

1n

υ
dtk

υ

υd
υk

dt

υd
α

n1t

0

0

υ

1n0

υ
n

n

οο

 

n)-k(1

υ
t

n
ο



1

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΑ  ΦΥΣΙΚΗΣ |  Π.Φ. ΜΟΙΡΑ          6932 946778       
 

           ΣΟΛΩΜΟΥ 29 - ΑΘΗΝΑ           6932 946778       
www.pmoiras.weebly.com                                                       

 
 

ΘΕΜΑ  5 
 
Σωματίδιο αρχίζει να κινείται  ευθύγραμμα κι ομαλά. Όταν διανύσει απόσ-
ταση L αρχίζει να κινείται με σταθερή επιβράδυνση α μέχρι να σταματήσει. 
Πόση πρέπει να είναι η αρχική ταχύτητα του σωματιδίου ώστε ο ολικός 
χρόνος της κίνησής του να είναι ο ελάχιστος; 
 

(Τμήμα Φυσικής Αθήνας) 
 

Λύση 
 
Ο χρόνος 1t   που το σωματίδιο κινείται με σταθερή ταχύτητα υ για απόστα-
ση L είναι: 
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Στη συνέχεια από τον ορισμό της επιβράδυνσης θα υπολογιστεί ο χρόνος 
που απαιτείται μέχρι να σταματήσει το σωματίδιο, συναρτήσει της αρχικής 
του ταχύτητας υ. 
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Τέλος για τον υπολογισμό της αρχικής ταχύτητας u ώστε ο ολικός  χρόνος 
κίνησης  να είναι ελάχιστος βρίσκουμε το σημείο ελαχίστου  της παραπάνω 
συνάρτησης. 
Δηλαδή: 
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Κι επειδή σύμφωνα με το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου: 
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για   αLυ       ο χρόνος t  είναι ελάχιστος. 
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ΘΕΜΑ  6 
 
Το διάνυσμα θέσης ενός κινητού δίνεται από τη σχέση: 

ŷbtx̂tαr 3


,  όπου α  και b  σταθερές. Να υπολογιστούν : 
α) η εξίσωση τροχιάς  
β) η ταχύτητα υ


 και η επιτάχυνση α


 συναρτήσει του χρόνου , καθώς και τα 

μέτρα τους  
γ) η χρονική εξάρτηση της γωνίας φ μεταξύ των διανυσμάτων υ


 και α


. 

 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Ε.Ι.  για το 3ο  και 5ο  εξάμηνο Πολιτικών Μηχανικών 
Ε.Μ.Π., Τμήμα Πολιτικών Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση 
 
α) Η εξίσωση τροχιάς υπολογίζεται με απαλοιφή του χρόνου από τις συνισ-
τώσες  της θέσης. Δηλαδή: 
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x
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b
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, η οποία παριστάνει υπερβολή. 

 
 

β)  Η ταχύτητα είναι: 
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dt
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       με μέτρο   422 tb9αυ   

 

ενώ η επιτάχυνση είναι: 
 

ŷbt6
dt
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             με μέτρο    α bt6tb36 22   

 
 

γ)  Η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων υ


 και α


 υπολογίζεται μέσω του εσω-
τερικού τους γινομένου. Από το γεωμετρικό ορισμό του εσωτερικού τους 
γινομένου ισχύει: 
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                    (1) 

 

Αλλά από τον  αλγεβρικό ορισμό του εσωτερικού γινομένου είναι: 
 

3222 tb18)bt6()bt3(0α)ŷbt6()ŷbt3x̂α(αυ 
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Άρα η (1) δίνει : 
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ΘΕΜΑ  7 
 
Ένα σώμα κινείται σε τροχιά 2xy   με σταθερή ταχύτητα sec/m3υx   
για κάθε χρονική στιγμή t. Να βρεθεί το μέτρο και η κατεύθυνση της ταχύ-
τητας και της επιτάχυνσης για x = 2/3 m. 
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και από Α.Τ.Ε.Ι. 
για Χημικών Μηχανικών) 

 
Λύση 
 
Η ταχύτητα διανυσματικά δίνεται από τη σχέση : 
 

ŷυx̂υυ yx 


 
 

όπου  s/m3υx     και   sec/mx6υx2
dt

dx
x2)x(

dt

d

dt

dy
υ x

2
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Άρα: ŷx6x̂3υ 


   και το μέτρο της είναι: 
 

22
y

2
x x369υυυ   

 

Επομένως για x = 2/3 m είναι :         sec/m5υ25
9

4
369υ   

Και η κατεύθυνση της ταχύτητας τη στιγμή αυτή σχηματίζει γωνία με τον 
άξονα x: 
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Επίσης η επιτάχυνση είναι : 
 

ŷαx̂αα yx 


 
 

όπου 0
dt

υd
α x

x   (αφού xυ σταθ.) και  
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x
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y sec/m1836υ6

dt
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d

dt
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Άρα:    ŷ18α 


 με μέτρο α 2sec/m18  και κατεύθυνση παράλληλη πάντα 
προς τον άξονα y. 
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ΘΕΜΑ  8 
 
Οι συνιστώσες της ταχύτητας σωματιδίου που κινείται στο επίπεδο είναι 

tcos3υx   και tsin4υy  . Αν η θέση του σωματιδίου τη χρονική στιγμή  

t = 0 είναι ŷ3rο 


 να υπολογιστεί η επιτάχυνση του α


 τη χρονική στιγμή    

t = π/4 sec και η εξίσωση τροχιάς. 
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Χημικό) 
 
Λύση 
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Άρα:      ŷtcos4x̂tsin3α 


 

 

 

Για t = π/4 sec:         ŷ22x̂
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Επίσης: 
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                              tcos47y)1tcos(4                                      (2) 
 

 
Η εξίσωση τροχιάς υπολογίζεται με απαλοιφή του χρόνου από τις σχέσεις 
(1) και (2): 
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(2) 
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Προσθέτοντας τις παραπάνω κατά μέλη προκύπτει η εξίσωση τροχιάς: 
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 ,   η οποία παριστάνει έλλειψη με κέντρο K(0, 7). 
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ΘΕΜΑ  9 
 
Σωματίδιο κινείται στο επίπεδο xy , έτσι ώστε οι συντεταγμένες του να δί-
νονται από τις σχέσεις : ktx   και  nt1kty  , όπου k και n γνωστές 
σταθερές. 
Να υπολογιστούν: 
α) Η εξίσωση τροχιάς. 
β) Η ταχύτητα και η επιτάχυνση ως συναρτήσεις του χρόνου. 
γ) Ο χρόνος τ που απαιτείται για να γίνει η γωνία μεταξύ ταχύτητας κι επι-
τάχυνσης ίση με π/4. 
 

(Τμήμα Φυσικής Αθήνας) 
 
Λύση 
 

α)  
k

x
tktx      

Κι επομένως :      2x
k

n
xy

k

x
n1

k

x
knt1kty 






    (παραβολή) 

 

 

β)   ŷnt21kx̂kŷ
dt

dy
x̂

dt

dx

dt

rd
υ 


 

 

με μέτρο   2222 )nt21(1knt21kkυ   
 

ŷkn2ŷkn2x̂0
dt

υd
α 


    με  μέτρο    kn2α   

 

 
γ)  Από το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων  υ


 και α


 προκύπτει: 

 

φcosυααυ 


 
 

 

Αλλά           nt21nk2ŷkn2ŷnt21kx̂kαυ 2 


 
 

 

Άρα:           φcosnt211nk2nt21nk2 222  
 

    φcosnt211nt21 2  
 

 
Για t = τ  είναι φ = π/4  και η παραπάνω γίνεται: 
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2
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2

2
τn211τn21

4

π
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      1τn4τn411τn21τn211
2

1 2222  

 

 
n

1
τ01τn01τnτn40τn4τn4 22   
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ΘΕΜΑ  10 
 
Οι εξισώσεις κίνησης ενός σωματιδίου δίνονται από τις σχέσεις: 

2tx     και  3t2ty 24   
α) Να γραφεί η εξίσωση τροχιάς του και να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτά-
χυνσή του τη χρονική στιγμή sec2t  . 
β) Να υπολογιστούν η επιτρόχια  και η κεντρομόλος επιτάχυνση την ίδια 
χρονική στιγμή. 
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Ηλεκτρολόγων Μηχανικών, Τμήμα Φυσικής 
Ε.Κ.Π.Α.). 
 
Λύση 
 
α)  Με απαλοιφή του χρόνου από τις δοθείσες συναρτήσεις  x(t)  και  y(t) προ-
κύπτει η εξίσωση τροχιάς    3x2xy 2  ,  η οποία παριστάνει παραβολή. 
 

Η ταχύτητα είναι: 
 

ŷ)t4t4(x̂t2ŷ
dt

dy
x̂

dt

dx

dt

rd
υ 3 


 

 

με μέτρο :          232 )t4t4(t4υ   
 

Για t = 2 sec : ŷ24x̂4υ 


  και sec/m3,2459257616υ   
 

Η επιτάχυνση είναι : 
 

ŷ)4t12(x̂2
dt

υd
α 2 


  με μέτρο  α 22 )4t12(4   

 

Για sec2t  :  ŷ44x̂2α 


 και 2sec/m04,44194019364α   
 
β) Η επιτρόχια επιτάχυνση είναι: 
 

  





232

23
232

ε
)t4t4(t42

)4t12)(t4t4(2t8
)t4t4(t4

dt

d

dt

υd
α  

 

232

23

ε
)t4t4(t4

)4t12)(t4t4(t4
α




  

 

Για sec2t  :      2

2
ε sec/m8,43

592

1064

2416

44248
α 
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Η κεντρομόλος επιτάχυνση τη χρονική στιγμή sec2t   βρίσκεται από τη 
σχέση: 
 

 2
κ

2
ε

2
κ

2
ε

2
y

2
x αα1940ααααα  

 
2

κ
2
κ

2
κ sec/m64,4α56,2144,19181940αα44,19181940   
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ΘΕΜΑ  11 
 
Οι εξισώσεις κίνησης ενός σώματος είναι:   

23 t3t2x   και  1t2ty 2  . 
α) Να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυνσή του συναρτήσει του χρόνου. 
β) Για ποιες τιμές του χρόνου t η ταχύτητα μηδενίζεται; 
γ) Για ποιες τιμές του χρόνου t η επιτάχυνση είναι παράλληλη στον άξονα y; 
δ) Να βρεθούν η επιτρόχια και κεντρομόλος επιτάχυνση τη χρονική στιγμή 
t = 0. 
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Χημικών Μηχανικών) 
 
Λύση 
 

α)   ŷ)2t2(x̂)t6t6(ŷ
dt

dy
x̂

dt

dx

dt

rd
υ 2 


    

       ŷ2x̂)6t12(
dt

υd
α 


 

 
β)  Η ταχύτητα μηδενίζεται όταν είναι 0υx   και 0υy  . Δηλαδή: 

  0t01tt60t6t60υ 2
x       ή   sec1t   

 

sec1t02t20υy   
 

Άρα για sec1t  η ταχύτητα υ


 είναι μηδέν. 
 

 
γ)  Η επιτάχυνση είναι παράλληλη στον άξονα y όταν: 
 

sec5,0t
12

6
t06t120α x   

 

 
δ)  Το μέτρο της ταχύτητας είναι:  
 

 )4t36()1t()1t(4)1t(t36υυυ 222222
y

2
x  

 

4t36)1t(υ 2   
 

Άρα η επιτρόχια επιτάχυνση είναι: 
 

4t36)1t(

t36)1t()4t36)(1t(

4t362

t72)1t(
4t36

dt

υd
α

2

22

2

2
ε
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Για 0t  : 2
ε sec/m2

2

4
α 




  

 

Κι επειδή το μέτρο της επιτάχυνσης είναι :   46t12ααα 22
y

2
x   

 

Για 0t  : 2sec/m40α   
 

Επομένως :  
 

 36440ααααααααα 2
ε

22
κ

2
ε

2
κ

22
ε

2
κ  

 
2

κ sec/m6α   
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ΘΕΜΑ  12 
 
Το διάνυσμα θέσης κινούμενου σωματιδίου δίνεται από τη σχέση: 

ŷtωsinαx̂tωcosαr 


, όπου α και ω θετικές σταθερές. 
α) Να δειχθεί ότι το διάνυσμα της ταχύτητας είναι πάντα κάθετο στο διά-
νυσμα θέσης. 
β) Να δειχθεί ότι το διάνυσμα της επιτάχυνσης κατευθύνεται πάντοτε προς 
την αρχή των συντεταγμένων και είναι ανάλογο του διανύσματος θέσης.    
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι. για Χημικών Μηχανικών) 
 
Λύση  
 
α)  Η ταχύτητα του σωματιδίου είναι: 
 

ŷtωcosαωx̂tωsinαω
dt

rd
υ 


 

Από τον αλγεβρικό ορισμό του εσωτερικού γινομένου των διανυσμάτων r


 
και υ


 προκύπτει: 

 

     ŷtωcosαωx̂tωsinαωŷtωsinαx̂tωcosαυr


 
 

0tωcostωsinωαtωsintωcosωα 22   
 

Συνεπώς σύμφωνα με το κριτήριο καθετότητας τα διανύσματα r


 και υ


 εί-
ναι πάντα κάθετα μεταξύ τους. 
 

β) Η επιτάχυνση του σωματιδίου είναι: 
 

  ŷtωsinαx̂tωcosαωŷtωsinαωx̂tωcosαω
dt

υd
α 222


 

 

rωα 2
  

 

Άρα η επιτάχυνση είναι ανάλογη του διανύσματος θέσης και αντίθετης φο-
ράς, δηλαδή κατευθύνεται πάντα προς την αρχή των συντεταγμένων. 
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ΘΕΜΑ  13 
 
Σωματίδιο κινείται επιταχυνόμενο  σε κυκλική τροχιά ακτίνας R με σταθερή 
επιτρόχια επιτάχυνση αε . 
α) Να βρεθεί ο χρόνος τ που απαιτείται ώστε η γωνία μεταξύ των διανυσ-
μάτων της ταχύτητας υ


 και της επιτάχυνσης α


 να γίνει φ. 

β) Να βρεθεί το διάστημα s που διανύει το σωματίδιο στο χρόνο αυτό. 
 

(Τμήμα Φυσικής Αθήνας) 
 
Λύση 
 
α)  Από το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων υ


και α


 προκύπτει : 

 

                                                   φcosυααυ 


                                          (1) 
 

Κι επειδή κε ααα


  ισχύει :  
 

                               εκεκε υααυαυααυαυ 


                       (2) 
 

(αφού εα//υ


   και   )0αυαυ κκ 


 

 
Άρα από τις (1) και (2): 
 

                                  φcosααφcosυαυα εε                                    (3) 
 

 
Το μέτρο της επιτάχυνσης είναι: 
 

α 2
ε2

4
2
ε

2
κ α

R

υ
αα   

 

Η ταχύτητα του σωματιδίου τη χρονική στιγμή τ, που η γωνία μεταξύ των 
διανυσμάτων υ


 και α


 γίνεται φ υπολογίζεται μέσω της επιτρόχιας επιτά-

χυνσης: 
 

 
τ

0
εε

υ

0
ε ταυdtαυd

dt

υd
α  

 

Άρα:      2
ε2

44
ε α
R

τα
α        και η (3) δίνει: 











 φcosα

R

τα
αφcosα

R

τα
α 22

ε2

44
ε2

ε
2
ε2

44
ε

ε  
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 φcos1

R

τα
1 2

2

42
ε  

 




 φtan
R

τα

φcos

φsin

φcos

φcos1
1

φcos

1

R

τα 2
2

42
ε

2

2

2

2

22

42
ε  

 

                          
ε

2
ε

22
4

α

φtanR
τ

α

φtanR
τ                                    (4) 

 

 
β) Επειδή η επιτρόχιος επιτάχυνση είναι σταθερή, η ταχύτητα συναρτήσει 
του χρόνου δίνεται από τη σχέση: υ(t) = tαε . 
 

Κι έτσι από τον ορισμό της ταχύτητας προκύπτει: 
 

 
ε

ε
2

ε

τ

0

s

0
ε α

φtanR

2

α

2

τ
αstdtαdsdt)t(υds

dt

ds
)t(υ

(4)

 

 

2

φtanR
s   
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ΘΕΜΑ  14 
 
Η τροχιά (διακεκομμένη γραμμή στο σχήμα) που διαγράφει ένα σημείο 
M(x,y) της περιφέρειας ενός τροχού ακτίνας R, κατά την κύλισή του σε ορι-
ζόντια επιφάνεια στην κατεύθυνση x̂  με σταθερή γωνιακή ταχύτητα μέτρου 
ω, περιγράφεται από τις παραμετρικές εξισώσεις της κυκλοειδούς καμπύ-
λης: )tωcos1(Ry),tωsintω(Rx  , όπου t ο χρόνος. 
α) Βρείτε την ταχύτητα υ


 και την επιτάχυνση α


 του σημείου Μ, ως συναρ-

τήσεις του χρόνου. 
β) Να δείξετε ότι αν το Μ αποτελεί σημείο επαφής του τροχού, δηλαδή 
Μ(2kπR,0) όπου k ακέραιος, τότε αυτό θα βρίσκεται στιγμιαία σε ηρεμία 
κατά τη διεύθυνση του άξονα x. 
γ) Βρείτε την επιτρόχιο εα και την κεντρομόλο κα επιτάχυνση του σημείου 

M(x,y) ως συναρτήσεις του χρόνου. Σε ποιους χρόνους τα μέτρα των συνισ-
τωσών αυτών γίνονται ίσα; 
 

(Τμήμα Αγρονόμων και Τοπογράφων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 
Λύση 
 
 

α)  Είναι:         ŷ
dt

dy
x̂

dt

dx

dt

rd
υ


 

 

ŷtωsinRωx̂)tωcos1(Rωυ 


 
 

 ŷtωcosRωx̂tωsinRω
dt

υd
α 22


 

 
 

)ŷtωcosx̂tω(sinRωα 2 


 
 

 
 
β)  Ο τροχός εκτελεί συγχρόνως δύο κινήσεις: μια περιστροφική με γωνιακή 
ταχύτητα ω κι επομένως κάθε σημείο της περιφέρειας εκτελεί κυκλική κί-
νηση με γραμμική ταχύτητα Rωυπερ   και μια μεταφορική κίνηση κατά 

την οποία το κέντρο μάζας του μετατοπίζεται με γραμμική ταχύτητα 

cυ (δηλαδή εκτελεί σύνθετη κίνηση ή κύλιση). Συνεπώς η γραμμική ταχύ-

τητα κάθε σημείου του τροχού θα δίνεται από τη σχέση: 
 

                                              περc υυυ


                                                   (1) 
 

 

r
 cυ



y

ω

O

R

M C

x
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Αν σε χρόνο dt το σημείο έχει περιστραφεί κατά τόξο ds 
στο οποίο αντιστοιχεί γωνία dθ τότε κατά την ίδια απόσ-
ταση ds θα έχει μετατοπιστεί το κέντρο μάζας C προς τα 
δεξιά (Σχήμα  1). 
 

Άρα είναι:          
 

Rωυ
dt

θRd

dt

ds
υ cc   

Συνεπώς αν το Μ αποτελεί σημείο επαφής του τροχού με 
το οριζόντιο επίπεδο (Σχήμα   2)  τότε η (1) δίνει: 
 

0υRωRωυυυυυυ περcπερc 


 

 
 

Άρα κάθε σημείο επαφής Μ(2kπR,0) 
βρίσκεται στιγμιαία σε ηρεμία κατά τη 
διεύθυνση του άξονα x. 
 

 
 
 
 
 

 

 
γ)  Το μέτρο της ταχύτητας είναι: 
 

 tωsinRω)tωcos1(Rωυ 222222  
 

)tωcos1(2Rωυtωsintωcos2tωcos1Rω 22   
 

Άρα η επιτρόχιος επιτάχυνση είναι: 
 

            
)tωcos1(2

tωsinRω
α

)tωcos1(22

tωsinω2
Rω

dt

υd
α

2

εε





                    (2) 

 

Η ακτίνα καμπυλότητας είναι: 
 

 











tωsinRωtωsinRωtωcosRω)tωcos1(Rω

tωsinRω)tωcos1(Rω

yxyx

)yx(
ρ

22

2/32222222/322




 

 

 






)tωsintω(cosRωtωcosRω

)tωcos1(Rω2
222323

2/322

 

 

 

 

ω

ds dθ
C

ds

cυ


.περυ


M

Σχήμα   1

C cυ


M.περυ


Σχήμα   2
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1tωcos

)tωcos1(22R
ρ

)1tω(cosRω

)tωcos1(2Rω 2/3

23

2/333








  

 
 

Επομένως η κεντρομόλος επιτάχυνση είναι: 
 












2/1

2

2/3

222

κ
)tωcos1(2

)1tω(cosRω

1tωcos

)tωcos1(22R

)tωcos1(Rω2

ρ

υ
α  

 

                                    
)tωcos1(2

)1tω(cosRω
α

2

κ



                                          (3) 

 

 
Τα μέτρα των συνιστωσών εα και κα της επιτάχυνσης γίνονται ίσα όταν: 
 

sec
ω

π2
sec,

ω2

π3
sec,0tπ2,

2

π3
,0tω1tωcostωsinαα κε 

(2)(3)
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ΘΕΜΑ  15 
 
Βλήμα εκτοξεύεται με αρχική ταχύτητα ου  που σχηματίζει γωνία φ με το 

οριζόντιο επίπεδο. Να υπολογιστεί η ακτίνα καμπυλότητας στο ψηλότερο 
σημείο της τροχιάς. 
 

(Κατατακτήριες εξετάσεις από Α.Τ.Ε.Ι για Τοπογράφων Μηχανικών). 
 
Λύση  
 

Στο ψηλότερο σημείο της τροχιάς της πλάγιας 
βολής που εκτελεί το βλήμα είναι 0υy  και 

επομένως η ταχύτητα υ


 είναι παράλληλη στον 
άξονα x. 
Η διεύθυνση της ταχύτητας συμπίπτει με την 
εφαπτομενική διεύθυνση, ενώ η κάθετη σε αυ-
τήν με φορά προς τα πάνω με την ακτινική διε-
ύθυνση του πολικού συστήματος συντεταγμέ-

νων, όπως φαίνεται στο σχήμα. 
Το βλήμα κινείται με τη βαρυτική επιτάχυνση g


 και στο ψηλότερο σημείο 

της τροχιάς αυτή κείται πάνω στην ακτινική διεύθυνση και κατά συνέπεια 
είναι η κεντρομόλος επιτάχυνση. Δηλαδή στο σημείο αυτό ισχύει: 
 

                                   
g

υ
ρ

ρ

υ
g

ρ

υ
α

222

κ                                    (1) 

 

Στο ψηλότερο σημείο της τροχιάς η ταχύτητα έχει μόνο τη x συνιστώσα κι 
επειδή: 
 

φcosυυυ.σταθυ0
dt

υd
0α οxxοx

x
x   

 

Άρα η (1) δίνει:         
g

φcosυ
ρ

22
ο  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 y

O x
φ

r̂

g


φ̂
υ


ου

xου

yου
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ΘΕΜΑ  16 
 
Βλήμα εκτοξεύεται με αρχική ταχύτητα υο που σχηματίζει γωνία φ με το 
οριζόντιο επίπεδο. Να βρεθεί η ακτίνα καμπυλότητας της τροχιάς του συ-
ναρτήσει του χρόνου. Ποια η τιμή αυτής στο ψηλότερο σημείο της τροχιάς; 
 
(Τμήμα Φυσικής Ε.Κ.Π.Α.) 
 
Λύση  

Σε μια τυχούσα χρονική στιγμή το βλήμα στη θέση Α έχει ταχύτητα  υ, η 
οποία σχηματίζει γωνία θ με την οριζόντιο. Η κίνηση πραγματοποιείται υπό 
την επίδραση της βαρυτικής επιτάχυνσης g. Αναλύοντας αυτή στη κάθετη 
και εφαπτομενική συνιστώσα, εύκολα προκύπτει ότι το ρόλο της κεντρομό-
λου επιτάχυνσης παίζει η συνιστώσα gcosθ. Δηλαδή : 
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Αλλά :   cosθ=υx/υ  οπότε :    
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Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2-17),  (2-19) για τις υx, υy στην πλάγια βολή  
προκύπτει: 
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Στο ψηλότερο σημείο της τροχιάς Β ισχύει υy=0  οπότε η (1)  γίνεται: 
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ΘΕΜΑ  17 
 
Βλήμα εκτοξεύεται με αρχική ταχύτητα υο = 10m/sec που σχηματίζει γωνία 
φ=45ο με το οριζόντιο επίπεδο. Να υπολογιστεί η ακτίνα καμπυλότητας της τρο-
χιάς στο σημείο όπου η κεντρομόλος και η επιτρόχιος επιτάχυνση είναι ίσες. 
 
(Τμήμα Χημείας Ε.Κ.Π.Α.) 
 
Λύση  
 
Σύμφωνα με το σχήμα της Άσκησης  16 σε κάθε σημείο της τροχιάς, η επιτά-
χυνση του βλήματος g αναλύεται σε δυο συνιστώσες : την κεντρομόλο ακ=gcosθ 
και την επιτρόχιο αε=gsinθ, όπου θ η γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα του βλή-
ματος στο σημείο αυτό με την οριζόντιο. Για να είναι οι δυο αυτές συνιστώσες 
ίσες πρέπει : 
 
 

ο45θsinθcosθgsinθgcosθ  εκ αα     (αφού 0<θ<90ο) 

 
 

Επομένως το σημείο στο οποίο ζητείται να υπολογιστεί η ακτίνα καμπυλότητας 
είναι αυτό στο οποίο η ταχύτητα σχηματίζει γωνία 45ο με τον άξονα x, δηλαδή 
είναι το σημείο Ο της βολής, όπου υο=10m/sec.  
 
Άρα στο σημείο αυτό η κεντρομόλος επιτάχυνση είναι ακ=gcos45o και ισχύει : 
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ΘΕΜΑ  18 
 
Ναυαγοσώστης που βρίσκεται στο σημείο (x1, y1) αντιλαμβάνεται κολυμβητή, 
που βρίσκεται στο σημείο (x2, y2) να καλεί σε βοήθεια. Ο ναυαγοσώστης γνωρί-
ζει ότι η ταχύτητά του στην άμμο της παραλίας είναι υ1, ενώ η ταχύτητά του στη 
θάλασσα είναι υ2. Βρείτε ότι για να φτάσει ο ναυαγοσώστης το συντομότερο 
δυνατό στον κολυμβητή πρέπει να ισχύει η σχέση :      21 υ/υ/ 21 sinφsinφ   
Υπόδειξη : Εκφράστε το χρόνο που θα κάνει να φτάσει ο ναυαγοσώστης ως 
συνάρτηση του x. 
 
(Τμήμα Φυσικής Ε.Κ.Π.Α., Τμήμα Ηλεκτρολόγων Μηχανικών Ε.Μ.Π.) 
 

Λύση  
 
Έστω ότι ο ναυαγοσώστης μπαίνει στη θάλασσα στο σημείο Β(x,0). Επειδή 
στην άμμο κινείται με σταθερή ταχύτητα υ1, ο χρόνος για να φτάσει από το 

σημείο Α στο Β είναι :               
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Ενώ ο χρόνος για να φτάσει από το Β στο Γ, αφού η ταχύτητά του στη θάλασ-

σα είναι σταθερή και ίση με υ2 είναι :   
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όπου οι αποστάσεις ΑΒ και ΒΓ υπολογίζονται εύκολα μέσω του πυθαγόρει-
ου θεωρήματος. Άρα ο ολικός χρόνος κίνησης του ναυαγοσώστη είναι : 
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Επομένως για να είναι ο χρόνος αυτός ο ελάχιστος δυνατός θα πρέπει να 
προσδιοριστεί το ελάχιστο της παραπάνω συνάρτησης t(x). Δηλαδή : 
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Αλλά από το σχήμα εύκολα προκύπτει ότι : 
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Συνεπώς η (4) δίνει ότι για να είναι ο χρόνος κίνησης του ναυαγοσώστη  
ελάχιστος θα πρέπει να ισχύει η σχέση :           21 υ/υ/ 21 sinφsinφ   
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